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RESUMEN 
Se p r e s e n t a  un modelo d e  t u r b u l e n c i a  d e  Alfven basado en una  
e s t a d r s t i c a  d e  s o l i t o n e s  d e  l a  ecuacio'n no l i n e a l  d e r i v a d a  d e  
~ c h r o d i n g e r  (DNLS). Se d e s a r r o l l a  un co'digo d e  r e s o l u c i h  nume'rica 
d e  d i c h a  ecuac i6n  y  s e  l o  p rueba  p a r a  d i s t i n t a s  c o n d i c i o n e s  
i n i c i a l e s .  Se o b t i e n e  un c r i t e r i o  p a r a  d e t e r m i n a r  bajo qu6 
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  t e n d r a  l u g a r  l a  formacidn de s o l i t o n e s ,  que 
r e s u l t a  una versio'n i n t e g r a d a  d e  uno o b t e n i d o  p rev iamente  en la  
l i t e r a t u r a  ( ~ j d l h u s ,  1976) p a r a  d i s t i n g u i r  e n t r e  c a s o s  
modulacionalmente e s t a b l e s  e i n e s t a b l e s .  Se e n c u e n t r a  una nueva 
c o n s t a n t e  d e  movimiento p a r a  l a  ecuac i6n  DNLS que p e r m i t e  e s c r i b i r l a  
como una e c u a c i 4 n  d e  Hamilton en forma cano'nica y se d e m u e s t r a  l a  
r e l a c i d n  e x i s t e n t e  e n t r e  las s i m e t r c a s  d e  l a  ecuacio'n y  e l  a n a l i s i s  
de e s t a b i l i d a d  d e  10s s o l i t o n e a .  E l  t r a b a j o  numgrico s u g i e r e  la  
e s t a b i l i d a d  d e  forma d e  10s mismos. Se e l a b o r a  un m6todo que  
p e r m i t e  c a l c u l a r ,  dada l a  cond ic idn  i n i c i a l ,  e l  t r e n  de s o l i t o n e s  en  
s u e  d e c a e r d  d i c h a  c o n d i c i d n  a1 e v o l u c i o n a r  d e  acuerdo  a l a  ecuac i6n  
DNLS. Se o b t i e n e  una e x p r e s i 6 n  a n a l i t i c a  p a r a  e l  nfimero de 
s o l i t o n e s  y  o t r a  p a r a  l a  d i s t r i b u c i o ' n  d e  uno d e  10s d o s  p a r a m e t r o s  
que  d e f i n e n  cada  s o l i t 6 n  como f u n c i o n a l  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  
i n i c i a l e s .  A m b a s  concuerdan muy b i e n  con r e s u l t a d o s  a n a l i t i c o s  y 
nume'ricos p r e v i o s .  Se comparan d o s  t r a t a m i e n t o s  d e  l a  e s t a d l ' s t i c a  
d e  s o l i t o n e s  con o b s e r v a c i o n e s  d e l  v i e n t o  s o l a r  y s e  o b t i e n e n  en  
ambos c a s o s  r e s u l t a d o s  c u a l i t a t i v a m e n t e  c o r r e c t o s .  Se d i s c u t e  luego  
c u g l  e s  e l  que  mejor  a j u s t a  las o b s e r v a c i o n e s .  
I. INTRODUCCION 
Un plasma e s  un medio aproximadamente c o n t i n u o  y no l i n e a l ,  
en e l  que se  a s i e n t a n  fen6menos c a r a c t e r i s t i c o s  de 10s f l u i d o s  Y 
o t r o s  que  son p r i v a t i v o s  d e  las i n t e r a c c i c n e s  d e  las  p a r t h u l a s  
c a r g a d a s  que  l o  i n t e g r a n  con e l  campo e l e c t r o m a g n 6 t i c o .  Posee  un 
r i c o  e s p e c t r o  d e  e x c i t a c i o n e s  c o l e c t i v a s  l o n g i t u d i n a l e s  y 
t r a n s v e r s a l e s .  Cada mod0 d e  o s c i l a c i 6 n  l i n e a l  gue  s e  p ropaga  en un 
plasma e s t d  c a r a c t e r i z a d o  p o r  una r e l a c i d n  d e  d i s p e r s i d n ,  es d e c i r ,  
una  r e l a c i b n  W(k) e n t r e  l a  f r e c u a n c i a  de a s c i l a o i o ' n  W y e l  nu'aero 
d e  onda k .  En p r e s e n c i a  d e  un campo m a g n i t i c o  pueden p r o p a p a r s e ,  
e n t r e  o t r o s  modos, las  l l amadas  ondas d e  AlfvBn. Son ;stas ondas  
l e n t a s ,  poco d i s p e r s i v a s ,  d e  f r e c u e n c i a  menor q u e  l a  d e  
c i c l o l r 6 n - i o n  c3ci=eBo/mic que  s e  propagan a l a  v e l o c i d a d  d e  
~ l f v e n  V A = B O / ( ~  n n m i ) l / a .  Pusds psnsarlere a sstarr ondas oomo 
p e r t u r b a c i o n e s  de las l i n e a s  d e  campo m a g n i t i c o  que  v i a J a n  a l o  
l a r g o  d e  las  m i s m a s ,  comport6ndose d i c h a s  l i n e a s  como c u e r d a s  
t e n s a s .  
Una g r a n  p a r t e  d e  10s plasmas  n a t u r a l e s  eet6 bajo l a  accio'n 
d e  campos magn6t icos .  E s  d e  e s p e r a r  e n t o n c e s ,  que  l as  ondas  d e  
Alfvgn jueguen un r o l  i m p o r t a n t e  en e s t o s  c a s o s .  E n t r e  o t r o s  
e j emplos ,  se ha usado l a  i n t e r a c c i 6 n  e n t r e  ondas  de Alfvdn y 
p a r t i c u l a s  p a r a  d e t e r m i n a r  e l  l i m i t e  s u p e r i o r  d e  la  v e l o c i d a d  d e  
p ropagac idn  d e  10s r a y o e  c6smicos .  Se h a  a p l i c a d o  e s t a  i n t e r a c c i k n  
p a r a  e x p l i c a r  l a  a u s e n c i a  d e  p d r d i d a s  r a d i a t i v a s  en  f u e n t e s  d e  r a d i o  
e x t r a g a l 6 c t i c a s  ( S p a n g l e r ,  1885). Se han i d e n t i f i c a d o  tambi6n ondas  
d e  ~ l f v 6 n  en e l  v i e n t o  s o l a r  (Belcher  y Davis, 1971) y s e  supone que 
juegan un pape l  preponderante  en l a  e s t r u c t u r a  t u r b u l e n t a  d e l  plasma 
a l l i  p r e s e n t e .  Pero p a r a  poder d e s c r i b i r  las f l u c t u a c i o n e s  
observadas  en 10s plasmas c6smicos, e s  n e c e s a r i o  d e s a r r o l l a r  un 
modelo c l a r o  d e  evolucidn no l i n e a l  d e  las  ondas d e  ~ l f v 6 n  (Saka i  y 
Sonnerup, 1983) y, en p a r t i c u l a r ,  un modelo de  t u r b u l e n c i a  con 
preponderancia  de  d i c h a s  ondas. 
E l  e s t a d o  d e l  plasma s e  d i c e  t u r b u l e n t 0  cuando e l  e s p e c t r o  d e  
las  o s c i l a c i o n e s  p r e s e n t e s  es de  banda ancha t a n t o  en f r e c u e n c i a  
como en n6mero de onda. Comparando e l  con ten ido  d e  energsa  en l as  
o s c i l a c i o n e s  Wk con l a  e n e r g i a  tGrmica W T ,  s e  c l a s i f i c a  a 10s 
e s t a d o s  t u r b u l e n t o s  en d 6 b i l  ( W ~ / W T < < ~ )  Y fuer temente  ( W S C / W T > ~ )  
t u r b u l e n t a s .  L a  t u r b u l e n c i a  s u e l e  c a r a c t e r i z a r s e  tambi6n d e  acuerdo 
a1 t i p o  d e  o s c i l a c i o n e s  que predominan en e l  plasma ( t u r b u l e n c i a  de 
Langmuir, t u r b u l e n c i a  de Alfvdn, e t c . ) .  
La t u r b u l e n c i a  e s  un fendmeno eminentemente no l i n e a l ,  
c a r a c t e r i z a d o  por  i n t e r a c c i o n e s  e n t r e  las  o s c i l a c i o n e s  e n t r e  s i  y 
con l a s  p a r t c c u l a s  d e l  medio, l o  que permi te  una t r a n s f e r e n c i a  d e  
e n e r g i a  e n t r e  d i s t i n t a s  r eg iones  d e l  e s p e c t r o .  Es to  hace que e l  
e s t u d i o  de  10s plasmas t u r b u l e n t o s  s e a  sumamente complicado. Por  
esta razbn,  a l o  l a r g o  d e l  tiempo, s e  i n t e n t a r o n  d i s t i n t a s  
aproximaciones que pe rmi t i e r an  d e s c r i b i r  determinados fen6menos. En 
primer  l u g a r  s e  d e s a r r o l l d  l a  t e o r f a  c u a s i l i n e a l  p a r a  d e s c r i b i r  l a  
t u r b u l e n c i a  d h b i l  (Kadomtsev, 1979) donde e l < e s p s a t r o  ds energla scr 
supone formado por  l a  supe rpos i c i ck  d e  ondas p l a n a s  con f a s s s  a1 
a z a r .  P a r a  poder  a p l i c a r  e s t e  mbtodo e s  n e c e s a r i o  que l a  r e l a c i 6 n 4  
e n t r e  10s t i empos  c a r a c t e r i s t i c o s  d e  d i s i p a c i 6 n  ( Z i ,  d e  
t r a n s f e r e n c i a  d e  e n e r g i a  e n t r e  10s modos ( C t r a n r f )  y d e  l a  
o s c i l a c i o ' n  ( Z: 0-0) s e a  2 d i m > >  C trmrf)> oro  ( T h o r n h i l l  y  
t e r  Haar, 1978) .  De e s e  mod0 t i e n e  s e n t i d o  e l  c o n c e p t c  d e  c o n t e n i d o  
d e  e n e r g i a  en  un modo. S e g h  e s t a  desc r ipc io 'n  es p o s i b l e  a s o c i a r  un 
modelo d e  c u a s i p a r t i c u l a  a  l a s  o s c i l a c i o n e e  (p lasmones ) .  E l  plasma 
s n t o n c e s  me d e s c r i b e  como un gae ds p a r t f o u l a s  y plasmones que  
i n t e r a c t 6 a n  e n t r e  sc. En l a  aproximacidn mds b a j a ,  l a  e c u a c i 6 n  d e  
e v o l u c i 6 n  p a r a  l a s  p a r t i c u l a s  es una ecuac i6n  t i p 0  Fokker-Planck 
donde e l  c o e f i c i e n t e  d e  d i f u s i 6 n  e s  d e b i d o  a l a  i n t e r a c c i 6 n  
o n d a - p a r t i c u l a  ( T s y t o v i c h ,  1977) .  E s t e  modelo e s  G t i l  p a r a  
d e s c r i b i r  i n t e r a c c i o n e s  e n t r e  pocas  ondas  (a  medida que  se aumenta 
e l  nGmero Las e c u a c i o n e s  se vue lven  t e r r i b l e m e n t e  compl ioadas ) ,  e l  
- 
e f e c t o  Cherenkov, l a  formacio'n d e  mese tas  en las  f u n c i o n e s  d e  
d i s t r i b u c i o f i  d e  las  p a r t i c u l a s  como mecanismo d e  s a t u r a c i d n  d e l  
amort iguamiento  d e  Landau n e g a t i v o ,  e t c .  S i n  embargo, en  e l  c a s o  d e  - 
- 
l a  t u r b u l e n c i a  d e  Langmuir (Goldman,1984), p r e d i c e  una acumulaci6n 
- 
d e  las  o s c i l a c i o n e s  en l a  r e g i 6 n  d e  l o n g i t u d e s  d e  onda largas d e l  
e s p e c t r o  (condensado d e  Langmuir) .  Como e s  s a b i d o ,  10s mecanismos 
d e  d i s i p a c i 6 n  de las  o s c i l a c i o n e s  son  e f e c t i v o s  en  las  r e g i o n e s  d e  
- 
l o n g i t u d  d e  onda c o r t a .  Por  l o  t a n t o ,  esa e n e r g i a  aoumulada en 
c i e r t o s  modos no puede s e r  removida y  t r a n s f e r i d a  a l a s  p a r t i c u l a s .  
E l  p lasma s e  v u e l v e  p r o n t o  f u e r t e m e n t e  t u r b u l e n t 0  y l a  aproximaci6n 
c u a s i l i n e a l  d e j a  de v a l e r .  Por  o t r o  l a d o ,  una s i t u a o i 6 n  
e s p a c i a l m e n t e  homog6nea e s  modulacionalmente i n e s t a b l e  ( t e r  Haar y 
- T s y t o v i c h ,  1981) .  Supongamos que  l a  dens idad  d isminuye levemente  en  
un pun to  d e l  e s p a c i o .  ~ i s m i n u i r ;  e n t o n c e s  tambign l a  f r e c u e n c i a  d e l  
plasma e l e c t r 6 n i c o  G> p r = ( 4  7Tnre2/ms)1/2. L a s  ondas  d e  Langmuir 
quedarhn a t r a p a d a s  en  l a  r e g i 6 n ,  y a  que  no pueden e s c a p a r  a zonas  
donde 3 pe e s  mayor. De e s t e  mod0 aumenta e l  campo e l g c t r i c o  y  l a  
p r e s i 6 n  que  6 s t e  e j e r c e  s o b r e  las p a r t i c u l a s  ( p r o p o r c i o n a l  a 
1 E 12). Las  p a r t i c u l a s  son e x p u l s a d a s  d e  l a  r e g i 6 n  disminuyendo 
a6n mbs l a  d e n s i d a d .  Se ve  que  e s t a  s i t u a c i 6 n  es i n e s t a b l e .  P e r o  
e s t e  t i p 0  d e  i n t e r a c c i d n  c o h e r e n t 0  e n t r e  modos no guede ser 
d e s o r i p t o  en  e l  marco d e  l a  t e o r i a  c u a s i l i n e a l  ( T h o r n h i l l  y t e r  
Haar ,  1978). 
Fue por  e s o  que  en  e l  aRo 1972 Zakharov (Zakharov,  1972) 
d e d u j o  a p a r t i r  d e  l a s  e c u a c i o n e s  magnetohidrodin6micas un p a r  d e  
e c u a c i o n e s  s i m p l i f  i c a d a s  que  p e r m i t i e r a n  d e s c r i b i r  una s i t u a c i 6 n  en 
l a  que  c o e x i s t i e r a n  o s c i l a c i o n e s  r 6 p i d a s  (ondas  d e  Langmuir, 
v i n c u l a d a s  a p e r t u r b a c i o n e s  d e  a l t a  f r e c u e n c i a  en  l a  d e n s i d a d  
e l e c t r 6 n i c a )  y  o s c i l a c i o n e s  i d n i c o - a c i s t i c a s  ( o s c i l a c i o n e s  d e  b a j a  
. f r e c u e n c i a  d e  i o n e s  y e l e c t r o n e s  como un t o d o ) .  S imulac iones  
numhricas  d e  estas e c u a c i o n e s  muest ran  que, en e l  c a s o  
u n i d i m e n s i o n a l ,  l a  i n e s t a b i l i d a d  modula t iva  s a t u r a  dando l u g a r  a l a  
formaci6n d e  ondas  s o l i t a r i a s  d e  ampl i tud  f i n i t a  l l amadas ,  p o r  abuso 
de l e n g u a j e ,  s o l i t o n e s .  E s t a s  ondas ,  que v i a j a n  s i n  de fo rmarse  
d u r a n t e  t i empos  l a r g o s ,  son componentes i m p o r t a n t e s  d e  10s e s t a d o s  
f u e r t e m e n t e  t u r b u l e n t o s .  En p a r t i c u l a r  Kingsep,  Rudakov y Sudan 
p r o p u s i e r o n  un modelo d e  t u r b u l e n c i a  f u e r t e  como un ensamble d e  
s o l i t o n e s  no i n t e r a c t u a n t e s  (Kingsep e t  a1 1973). E s t o s  e n t e s  no  
l i n e a l e s  pueden s e r v i r  como 10s componentes b t i s i cos  p a r a  una  
d e s c r i p c i c h  e s t a d f s t i c a  d e  l a  t u r b u l e n c i a  y ,  p o r  su cargcter no 
l i n e a l ,  pueden d a r  una aproximaci6n mejor  que  una  superpos ic io 'n  d e  
nodos p r o p i o s  d e  oscilacio'n.  P e r o ,  i por  q u 6  se forman 10s 
s o l i t o n e s ? ,  i son e s t a b l e s ?  E s t a  e s  una s e r i e  d e  p r e g u n t a s  que  
s u r g e  n a t u r a l m e n t e .  Puss  b i s n ,  pudo d e m o s t r a r s e  e l  por  q u g  d e  l a  
a p a r i c i 6 n  d e  10s s a l i t o n e s  en c a s o s  p a r t i c u l a r e s :  a q u 6 l l o s  
d e s c r i p t o s  p o r  e c u a c i o n e s  que  son i n t e g r a b l e 5  por  e l  m6todo d e  l a  
t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  i n v e r s a  ( T E I )  (Ablowi tz  e t  al, 1974). En 
p a r t i c u l a r  , las e c u a c i o n e s  d e  Zakharov ' un id imens iona les  pueden 
r e d u o i r s e  en e l  c a s o  subsefi ioo o  e s t 6 t i c o  a l a  ecuacio'n no l i n e a l  d e  
S c h r o d i n g e r  que  es i n t e g r a b l e  por  d i c h o  mgtodo (Zakharov y S h a b a t ,  
1972) .  Por  o t r o  l a d a ,  l a  e s t a b i l i d a d  en e l  c a s o  u n i d i m e n s i o n a l  
tambiBn fue demos t rada  (Gibbons st a l .  1977 , Laedke y Spa t schek ,  
E l  o b j e t i v o  d e  l a  t e s i s  es avanzar  en l a  desc r ipc io 'n  d e  l a  
t u r b u l e n c i a  d e  Alfvgn.  La s i t u a c i o ' n  que  acabamos d e  d e s c r i b i r  p a r a  
l a  t u r b u l e n c i a  d e  Langmuir n o s  m u e s t r a  que  e s  c o n v e n i e n t e  d e r i v a r ,  
b a j o  c i e r t a s  ap rox imac iones ,  una ecuac ign  o  c o n j u n t o  d e  e c u a c i o n e s  
s i m p l i f i c a d a s  a  p a r t i r  d e  las  mgs g e n e r a l e s  e c u a c i o n e s  
magnetohidrodin&micas  que p e r m i t a  d e s c r i b i r  l a  s i t u a c i 6 n  d e  i n t e r e ' s .  
Bajo c i e r t a s  h i p 6 t e s i s ,  la  ecuacio'n r e l e v a n t e  para l a  t u r b u l e n c i a  d e  
Alfve'n es l a  ecuac i6n  no l i n e a l  d e r i v a d a  d e  Schr 'ddinger  (DNLS) 
( R o g i s t e r ,  1971, Mjolhus,  1976, S p a n g l e r  y  S h e e r i n ,  1982a,  S a k a i  y 
Sonnerup,  1983), que tambiBn e s  i n t e g r a b l e  p o r  e l  mdtodo d e  l a  
t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  i n v e r s a .  Nues t ro  i n t e r &  e s  d e s c r i b i r  e s t a  
t u r b u l e n c i a  usando 10s s o l i t o n e s  d e  e s t a  ecuac i6n  como componentes 
f u n d a m e n t a l e s .  En e l  momento d e  i n i c i a r  es ta  i n v e s t i g a c i 6 n  no era 
c l a r o  que  l a s  i n e s t a b i l i d a d e s  modula t ivas  d i e r a n  l u g a r  en e s t e  c a s o  
a l a  formaci6n d e  un t r e n  d e  s o l i t o n e s  ( S p a n g l e r  e t .  a l ,  1985). 
For  l o  t a n t o  seguimos 10s s i g u i e n t e s  p a s o s .  Pr imero ,  e laboramos un 
c 6 d i g o  numdrico d e  r e s o l u c i d n  d e  l a  ecuac i6n  que  ap l i camos  p a r a  
d i s t i n t a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s .  Luego es tud iamos  l a  e s t a b i l i d a d  d e  
10s s o l i t o n e s .  F ina lmente  e labaramos una g s t a d C s t i c a  d e  s o l i t o n e s  
de AlfvGn que  confrontamos con o b s e r v a c i o n e s  d e l  v i e n t o  s o l a r .  
L a  t e s i s  e s t 6  o r g a n i z a d a  d e l  s i g u i e n t e  modo. E l  r e s t o  d e  l a  
i n t r o d u c c i d n  e s t 6  s u b d i v i d i d o  en c i n c o  p a r t e s .  En l a  p r i m e r a  se 
d e s c r i b e  e l  m6todo d e  la  t r a n s f o r m a d a  e s p e o t r a l  i n v e r s a .  En l a  
segunda se  d e s c r i b e n  d i s t i n t o s  metodos e s t a d i s t i c o s  a p l i c a b l e s  a 
s i s t e m a s  d in6micos  con e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  no l i n e a l e s .  En l a  
t e r c e r a  se i n t r o d u c e n  10s concep tos  fundamenta les  d e  e s t a b i l i d a d  d e  
Liapunov y c6mo deben ser e x t e n d i d o s  a1 c a s o  d e  s o l i t o n e s .  En l a  
c u a r t a  se  deduce  l a  ecuacio'n no l i n e a l  d e r i v a d a  d e  S c h r o d i n g e r ,  su 
in tegrae io 'n  p o r  e l  mitodo d e  l a  t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  i n v e r s a  Y s u s  
s o l i t o n e s .  En l a  q u i n t a  p a r t e  s e  d e s c r i b e n  a l g u n a s  o b s e r v a c i o n e s  
d e l  v i e n t o  s o l a r .  Luego, en e l  c a p i t u l o  11, se d e s c r i b e  e l  c6d igo  
d e  r e s o l u c i 6 n  numgrica .  En e l  cap l ' t u lo  111 se muest ran  a l g u n a s  
s i m u l a c i o n e s  y s e  e s t a b l e c e  un c r i t e r i o  p a r a  d e t e r m i n a r  e n  q u b  c a s o s  
un p u l s o  i n i e i a l  d e c a e r 6  en un t r e n  d e  s o l i t o n e s .  En e l  c a p i t u l o  I V  
se a n a l i z a n  a s p e c t o s  f o r m a l e s  d e  l a  ecuac i6n  no l i n e a l  d e r i v a d a  d e  
S c h r b d i n g e r  y su v i n c u l a c i 6 n  con e l  e q t u d i o  d e  l a  e s t a b i l i d a d  d e  10s 
s o l i t o n e s ,  l a  que s e  d e t e r m i n a  numbricamente. En e l  c a p i t u l o  V s e  
e s t u d i a  l a  d i s t r i b u c i d n  d e  10s s o l i t o n e s  en  f u n c i 6 n  d e  las  
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s .  En e l  c a p i t u l o  V I  s e  o b t i e n e  una  d e s c r i p c i 6 n  
e s t a d i s t i c a  p a r a  un ensamble d e  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  y se l a  a p l i c a  
d 
a1 v i e n t o  s o l a r .  En e l  c a p i t u l o  V I I  se resumen las c o n c l u s i o n e s .  I , . . .  
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L METODO DE LA TRANSFORMADA BSPECTRAL INVERSA: SOLITONES Y 
CONSTANTES DE MOVIMIENTO DE ECUACIONES NO LINEALES.  
t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  i n v e r s a  
l lamado d e l  " s c a t t e r i n g "  inverso*,  p e r m i t e  i n t e g r a r  c i e r t a s  
. . 
I e c u a c i o n e s  no  l i n e a l e s  
donde N es un operador  no l i n e a l  q u e  a c t  a s o b r e  l a  v a r i a b l e  d e  il 
e v o l u c i 6 n  q y e l  s u b i n d i c e  t i n d i o a  ma d e r i v a c i g n  p a r c i a l  
- respecto d e l  tiempo. E s t e  m6todo f u e  i n i c i d l m e n t e  d e s a r r o l l a d o  e n  
I 
1 - 
I e l  t r a b a j o  d s  Gardner  e t  a l .  (1987) r e s o l v e r  l a  e c u a c i o n  
I -: 
I 
1 -: - Korteweg-de Vries (KdV) que  d e s c r i b e ,  o t r a s ,  las  ondas  
h id romagnkt icas  en un plasma f r i o  o  las  ondas  s u p e r f i c i a l e s  d e  
ampl i tud  P i n i t a  en  c a n a l e s .  E s t a  ecuac i6n  e  de l a  forma 
l a  
donde es una f u n c i o n  r e a l .  Gardner  e t  a l .  
* En t e o r i a  c u d n t i c a  d e l  p o t e n c i a l ,  e l  probiema d e l  " s c a t t e r i n g "  
c o n s i s t e  en  h a l l a r  10s c o r r i m i e n t o s  de fase, 
p o t e n c i a l .  E l  problema i n v e r s o  e s  d e d u c i r  e l  
o l a  matriz S, dado e l  
p o t e n c i a l  a p a r t i r  d e  S .  
s u r g i 6  como c o n s e c u e n c i a  d e  l o  observado en s i m u l a c i o n e s  num6ricas  
d e  l a  e c u a c i 6 n  KdV. E s t a s  s i m u l a c i o n e s  muest ran  que  d i s t i n t o s  
p u l s o s  i n i c i a l e s  decaen en una s u p e r p o s i c i 6 n  d e  ondas  s o l i t a r i a s  que  
v i a j a n  h a c i a  l a  d e r e c h a  s i n  d e f o r m a r s e ,  m6s un t r e n  o s c i l a t o r i o  
( r a d i a c i b n )  que  s e  d i s p e r s a  h a c i a  l a  i z q u i e r d a  ( v e r  F i g u r a  1 ) .  Las  
ondas  s o l i t a r i a s ,  que  p r e s e r v a n  s u  i d e n t i d a d  a6n luego  d e  
i n t e r a c c i o n e s  no l i n e a l e s ,  son  l l amadas  s o l i t o n e s .  Gardner  e t  a1 
(1967) e n c o n t r a r o n  un r e s u l t a d o  asombroso p a r a  KdV: v i e r o n  que  10s 
a u t o v a l o r e s  d e l  e s p e c t r o  d i a c r e t o  d e  l a  ecuac i6n  d e  S c h r 6 d i n g a r  
e s t a c i o n a r i a  con p o t e n c i a l  i g u a l  a q ( x , t ) ,  s i e n d o  t un i n s t a n t e  f i J o  
a r b i t r a r i o ,  no dependen d e  t s i  q  s a t i s f a c e  l a  ecuac i6n  KdV ( 1 . 2 ) .  
Ademhs obse rva ron  que  cada  uno d e  e s t o s  a u t o v a l o r e s  e s t d  a s o c i a d o  a 
un s o l i t i n  d e  l a  ecuac idn  m i e n t r a s  que  e l  e s p e c t r o  c o n t i n u o  s e  
v i n c u l a  a l a  r a d i a c i d n .  Por  o t r o  l a d o ,  a p a r t i r  d e  10s p a r i m e t r o s  
d e  s c a t t e r i n g  c o r r e s p o n d i e n t e s  a l a  ecuac i6n  d e  S c h r o d i n g s r  e 
i n v i r t i e n d o  e l  problema d e  s c a t t e r i n g  p a r a  t i empos  p o u t e r i o r e s ,  e s  
p o s i b l e  o b t e n e r  e l  p o t e n c i a l  d e  l a  ecuac i6n  d e  Sahr6d inger  o  e e a ,  l a  
i n t e g r a l  q ( x , t )  d e  l a  ecuac i6n  ( 1 . 2 ) .  E s t o s  r e s u l t a d o s  f u e r o n  
p o s t e r i o r m e n t e  f o r m a l i z a d o s  y d e s c r i p t o s  d e  un mod0 m6s a b s t r a c t 0  
por  Lax (1988)  q u i e n  p r e s e n t 6  un p roced imien to  g e n e r a l  p a r a  a s o c i a r  
a  una e c u a c i d n  d e  l a  forma (1.1) un operador  l i n e a l ,  cuyos  
a u t o v a l o r e s  s e a n  c o n s t a n t e s  d e  movimiento d e  ( 1 . 1 ) .  For  a t r o  l a d o  
mostr6 tambi6n q u e ,  en  e l  c a s o  d e  l a  ecuac i6n  KdV, e s t o s  a u t o v a l o r e s  
son p r o p o r c i o n a l e s  a  l a  v e l o c i d a d  d e  10s s o l i t o n s s  que  se s e p a r a n  
para t + w .  A p e s a r  d e  e s t o s  r e s u l t a d o s ,  s 6 l 0  m6s t a r d e ,  cuando e l  
problema de s o a t t e r i n g  f u a  g e n e r a l i z a d o  p o r  Zakharov y Shabaf (1872) 
p a r a  r e s o l v e r  la  ecuac i6n  no l i n e a l  d e  SchrGdinger  (NLS),  
Pigura 1 ~ r g f i c o s  d e  (a) q(x,0)=-4seah%c; (b )  q(x,0.4)  y (o) 
q ( x , l . O )  para q ( x , t )  una so luc i6n  de l a  ecuaci6n KdV ( 1 . 2 )  ( f i g u r a s  
reproducidas del l i b r o  de Drazin, 1983) 
(donde q ( x , t )  es una f u n c i h n  comple ja  y s e s  un s i g n o )  se v i o  que  e l  
mhtodo p o d i a  s e r  poderoso  y a  que ,  d e  algGn modo, a c t u a b a  s o b r e  l a s  
e c u a c i o n e s  no l i n e a l e s  como l a  t r ans fo rmada  d e  F o u r i e r  s o b r e  l a s  
l i n e a l e s .  Todos e s t o s  r e s u l t a d o s  f u e r o n  luego u n i f i c a d o s ,  resumidos  
y e x t e n d i d o s  en e l  t r a b a j o  d e  Ablowitz e t .  a l .  (1974) que es e l  q u e  
vamos a  s e g u i r .  E s t o s  a u t o r e s  muestran que  e l  m6todo e s  a p r o p i a d o  
p a r a  r e s o l v e r  c u a l q u i e r  p a r  d e  e c u a c i o n e s  a c o p l a d a s  d e  l a  forma 
con e l  o p e r a d o r  i n t e g r o - d i f e r e n c i a l  
y Ao( J ) un c o c i e n t e  a r b i t r a r i o  d e  f u n c i o n e s  e n t e r a s  que  est6 
r e l a c i o n a d o  p o r  medio d e  
con L3r y , las  r e l a c i o n e s  d e  d i s p e r s i d n  l i n e a l i z a d a s  p a r a  las  
e c u a c i o n e s  d e  r y q .  
Se comienza p o r  a s o c i a r  a1 p a r  ( 1 . 4 )  un problema l i n e a l  d e  
a u t o v a l o r e s  d e  l a  forma 
VIX + i 5 v i = q  v2 
vzx - i j v 2 = r  v i  
s o b r e  e l  i n t e r v a l 0  - a ~ < x < ~ ~  donde v i  y v z  son  las  a u t o f u n c i o n e s  y i e l  
a u t o v a l o r .  En p r i n c i p i o ,  t o d a s  las  c a n t i d a d e s  i n v o l u c r a d a s  dependen 
pa ram6t r i camente  d e l  t iempo.  S i n  embargo, e l  metodo f u e  ideado  
i n i c i a l m e n t e  p a r a  c a s o s  en que  10s a u t o v a l o r e s  no v a r f a n  con e l  
t iempo (aunque m i s  t a r d e  f u e  e x t e n d i d o  a o t r a s  s i t u a c i o n e s ,  Newell,  
1980) l o  que  es s u f i c i e n t e  p a r a  n u e s t r o  p r o g 6 a i t o .  Con r = l  puede 
v e r i f i c a r s e  que  e l  sistema ( 1 . 7 )  es e q u i v a l e n t e  a l a  e c u a c i g n  
e s t a c i o n a r i a  ( d e  a u t o v a l o r e s )  d e  ~ c h r o d i n g e r  p a r a  un h a m i l t o n i a n o  
con p o t e n c i a l  q .  La ecuac ion  d e  e v o l u c i 6 n  c o r r e s p o n d i e n t e  a ( 1 . 7 ) )  
a n i l o g a  a l a  e c u a c i o n  d e  S c h r a d i n g e r  d e p e n d i e n t e  d e l  t i e a p o ,  se 
e s c r i b e  con t o d a  g e n e r a l i d a d  en l a  forma 
Der ivando ( 1 . 8 )  r e s p e c t o  d e  x y ( 1 . 7 )  r e s p e c t o  d e  t ,  s e  o b t i s n e n  las  
7 
r e l a c i o n e s  d e  c o n s i s t e n c i a  
E l  c o n j u n t o  d e  e c u a c i o n e s  ( 1 . 7 ) ,  ( 1 . 8 )  y ( 1 . 9 )  forman l a  b a s e  d e l  
m6todo. En e s t e  t r a b a j o  se s i m p l i f i c a  a6n ma's e l  problema,  
l i m i t 6 n d o s e  a  e s t u d i a r  c a s o s  en que puede p o n e r s e  
Reemplazando ( 1 . 1 0 )  en ( 1 . 9 )  e i g u a l a n d o  p o t e n c i a s  d e  5 se o b t i e n e n  
e c u a c i o n e s  d i f e r e n c i a l e s  en  x p a r a  A C n ) ,  B < n ) ,  C < n )  y que  
pueden ser r e s u e l t a s  s e n c i l l a m e n t e  en f u n c i 6 n  d e  c o n s t a n t e s ,  d e  q ,  
r y sus d e r i v a d a s  p a r t i e n d o  d e  A(N)= c t e = a a .  Del  b a l a n c e  d e l  
t6 rmino  homogkeo en 5 , se o b t i e n e n  las e c u a c i o n e s  d e  evoluciof i ,  
que  e x p r e s a n  ( q t , r t )  en f u n c i 6 n  d e  l a s  c o n s t a n t e s  mencionadas y 
de  sus d e r i v a d a s .  E l i g i e n d o  d i f e r e n t e s  v a l o r e s  p a r a  l a s  c o n s t a n t e s  
se o b t i e n e n  d i s t i n t a s  e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n ,  que  s u r g e n  como 
c o n d i c i o n e s  d e  i n t e g r a b i l i d a d  d e l  sistema ( 1 . 7 ) - ( 1 . 8 ) .  Por  e j emplo ,  
si  s e  hace  N=3 s e  o b t i e n e :  
j u n t o  con las e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i c h  
Casos  p a r t i c u l a r e s  d e  ( 1 . 1 2 )  s o n :  
(a) l a  ecuac i6n  KdV ( 1 . 2 )  p a r a  q ,  si r= l .  ( 1 . 1 3 )  
E s  inmedia to  v e r  que  en e s t e  c a s o  e l  problema d e  a u t o v a l o r e s  ( 1 . 7 )  
s e  r e d u c e  a l a  ecuac i6n  d e  Schrod inger  ( -  3:+(q- 3 2 ) ) ~ 2 = 0  donde 
q ( x , t )  ac tGa como e l  p o t e n c i a l .  Como 10s e s t a d o s  l i p a d o s  d e  e s t a  
e c u a c i 6 n  e s t 6 n  a a s c i i a o s  a  a u t o v a l o r e s  5 2 n e g a t i v o s ,  10s 
a u t o v a l o r e s  3 k  d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o  d e  ( 1 . 7 )  son  i m a g i n a r i o s  p u r o s  
c $ k = i  3 k .  
( b )  l a  ecuac i6n  KdV modi f i cada  (MKdV) q t f  6q2qx+qxxx=0, si  r = ~ q .  
( a )  l a  ecuac i6n  NLS (1.3) p a r a  q ,  s i  r=-s q*. 
r .  . < 
A c o n t i n u a c i d n  daremos una d e s c r i p c i 6 n  somera d e l  mgtodo 
l a  t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  i n v e r s a  ( T E I ) .  E l  l e c t o r  i n t e r e s a d o  pueda 
c o n s u l t a r  e l  minucioso  t e x t o  d e  Ca logero  y D e g a s p e r i s  (1982) .  
Aunque l a s  e c u a c i o n e s  ( 1 . 7 )  y ( 1 . 8 )  son m & s  g e n e r a l e s ,  a1 f c s i c o  
puede r e s u l t a r l e  m 6 s  f a m i l i a r  p e n s a r  en  t6 rminos  d e l  problema d e  
s c h r * h i n g e r  ( r = l ) ,  en que l a  funcio'n d e  onda vz  es d i s p e r s a d a  por  
e l  p o t e n c i a l  q ( x , t ) .  E s t e  s a t i s f a c e  l a  ecuac i6n  d e  e v o l u c i 4 n  no 
l i n e a l  1 . 2 )  L a  i d e a  c o n s i s t e  en  aprovechar  l a s  p r o p i e d a d e s  
a e i n t o ' t i c a s  ( I x  Id*) de las  s o l u c i o n e s  d e  ( 1 . 7 ) ,  gue  son s i m p l e s  
ondas  p l a n a s  s i  e l  p o t e n c i a l  e s t d  conf inado  ( t i e n d e  a c e r o  en e l  
i n f i n i t o ) .  E s  b i e n  s a b i d o  que l a  so lucio 'n  a s i n t 6 t i c a  a l a  i z q u i e r d a  
d e l  p o t e n c i a l  s e  c o n e c t a  con l a  s o l u c i d n  a  l a  d e r e c h a  mediante  10s 
c o e f i c i e n t e s  d e  re f l ex io 'n  y t r a n s m i s i b n ,  que  son f u n c i o n e s  d e l  
a u t o v a l o r  f en l a  regio'n c o n t i n u a  d e l  e s p e c t r o  ( 5 r e a l ) .  E s t o s  
c o e f i c i e n t e s  no son  i n d e p e n d i e n t e s  e n t r e  si p u e s  s u s  mddulos e s t g n  
v i n c u l a d o s  p o r  l a  conservacio 'n d e l  f l u j o .  Pueden e x i s t i r  adem& 
e s t a d o s  l i g a d o s ,  c a r a c t e r i z a d o s  por  s u  a u t o v a l o r  2k ,  que e s  
i m a g i n a r i o  en e l  c a s o  r = l  ( 5 k = i  7 k )  y complejo en e l  c a s o  
g e n e r a l ,  y l a  n o r m a l i z a c i d n  asint6tica de l a  func iSn  d a  onda 
v a z  -6kexp(- Y ~ x ) .  El c o n j u n t o  formado p o r  e l  c o e f i c i e n t e  d e  
r e f  lexio'n R ( 3  ), -a < 5 < m  , y 10s pares ( Y k ,  "k)  c o r r e s p o n d i e n t e e  a 
10s e s t a d o s  l i g a d o s ,  s e  conoce como l a  W f n r m a d a  (TE)  
d e l  p o t e n c i a l  q ( x , t ) .  Se l a  puede p e n s a r  como l a  g e n e r a l i z a c i 6 n  d e  
l a  t r a n s f o r m a d a  d e  F o u r i e r  ( T F ) .  En efeoto, l a  TE d e  p a t s n o i a l e s  
s u f i c i e n t e m e n t e  d 6 b i l e s  c o i n c i d e ,  e x c e p t 0  q u i z &  en e l  umbra1 d e l  
c o n t i n u o ,  con l a  aproximacidn d e  Born, o  s e a  l a  TF d e l  p o t e n c i a l .  
En forma a n g l o g a  es p o s i b l e  r e c o n s t r u i r  e l  p o t e n c i a l  a  p a r t i r  d e  su 
TE r e s o l v i e n d o  l a  ecuac i6n  d e  Gel'fand-Levitan-Marchenko (GLM), cuya  
e x p r e s i 6 n  omi t i r emos  por  ser i n n e c e s a r i a  en  es ta  t e s i s ,  r a m i t i 6 n d o s e  
a 1  l e c t o r  a  l a  o b r a  d e  C a l o g e r o  y D e g a s p e r i s  (1982) p a r a  una 
L a  c l a v e  p a r a  l a  i n t e g r a c i 6 n  en e l  t iempo d e  la  e c u a c i 6 n  
( 1 . 2 )  e s  l a  s i m p l i c i d a d  d e  l a  e v o l u c i 6 n  t empora l  d e  l a  TE. En 
e f e c t o ,  como e l  t r a t a m i e n t o  e s ,  p a r  c o n s t r u c c i 6 n ,  W ~ e c t r a l .  
(10s a u t o v a l o r e s  3 son  i n d e p e n d i e n t e s  d e l  t iempo)  y 10s parkmet ros  
a s i n t 6 t i c o s  evo luc ionan  d e  acuerdo  con ( 1 . 8 )  en  e l  l i m i t 8  en que 
EJ 
q ,  r ,  B ,  C-0, A-Z an gn, l a  i n t e g r a o i 6 n  e s  i n m e d i a t a  r e s u l t a n d o  
31=0 
una dependenc ia  e x p o n e n c i a l  d e  R( 3 ) y d x  con e l  t iempo,  a  p a r t i r  
d e  v a l o r e s  i n i c i a l e s  f i j a d o s  p o r  l a  TE d e  q ( x , t = O ) .  La i n v e r s i o n  " a  
la  GLM" comple ta  l a  deducci6n d e  q ( x ,  t )  t > O .  
En e l  c a s o  g e n e r a l  ( r # l )  s e  s i g u e  un t r a t a m i e n t o  a n i l o g o ,  con 
e l  o b j e t i v o  d e  i ' n t e g r a r  las  e c u a c i o n e s  d e  evolucio 'n ( 1 . 1 2 ) .  
Thcnicamente e s  c o n v e n i e n t e  t r a b a j a r  con l a s  s o l u c i o n e s  
a s i n t 6 t i c a m e n t e  e n t r a n t e s  y s a l i e n t e s ,  a la  i z q u i s r d a  y a l a  derecha  
d e l  potential, o  f u n c i o n e s  d e  J o s t  
qus e s t h  c o n e c t a d a s  l i n s a l m e n t s  g o t  l a  matrfa unimodular de 
t r a n s f e r e n c i a  
' 1 , : .  En t e r m i n o s  d e  esta m a t r i z  l a  TE e s t a  d e f i n i d a  p o r  ( v e r  p .  e j .  
1 
1 
Newell,  1980) 
donde N e s  e l  numero d e  a u t o v a l o r e s  T k d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o  con 
p a r t e  
4 - 
i m a g i n a r i a  p o s i t i v a ;  N e l  d e  a u t o v a l o r e s  f k  con p a r t e  
La s o l u c i d n  a s i n t h t i c a  en t que p r e d i c e  e l  m6todo es,  en e l  
c a e o  g e n e r a l ,  similar a l a  observada  p a r a  l a  ecuac i6n  KdV (una  
s u p e r p o s i c i 6 n  d e  s o l i t o n e s  a s o c i a d o s  a 10s a u t o v a l o r e s  con p a r t e  
i m a g i n a r i a  mayor que  c e r o  d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o  d e  ( 1 . 7 )  y un t r e n  
d e  r a d i a c i 6 n ) .  S i n  embargo hay a l g u n a s  d i f e r e n c i a s .  M i e n t r a s  p a r a  
KdV y MKdV 10s s o l i t o n e s  v i a j a n  h a c i a  un l a d o  y l a  r a d i a c i 6 n  s e  
d i s p s r s a  hacia e l  o t r o ,  e s t a s  componentes no e s t 6 n  e s p a c i a l m e n t e  
s e p a r a d a s  en o t r o s  c a s o s .  Por  o t r o  l a d o ,  e l  problema g e n e r a l  puede 
s e r  i r r e s o l u b l e  dando l u g a r  a una s o l u c i 6 n  d e  l a  ecuac i6n  d e  
e v o l u c i o n  o r i g i n a l  no a c o t a d a .  E s t e  problema no se p r e s e n t a  si  l a  
V) 
c a n t i d a d  [ d x ) q ) 2  es una c o n e t a n t e  d e  movimiento d e l  problema y est6 
- vo 
a c o t a d a .  E l  m6todo d a  tambidn una r e l a c i 6 n  de r s o w r r e n o i a  para 
o b t e n e r  un c o n j u n t o  i n f i n i t o  ds oonstantss  da movimiento a ~ o o i a d a s  a 
(1.4). Def inamos 
e n t o n c e s ,  l a s  c o n s t a n t e s  Cn e s t g n  d a d a s  por  
Estas c o n s t a n t e s  pueden p o n e r s e  en f u n c i o n  d e  l a  T E .  Por  e jemplo  
p a r a  e c u a c i o n e s  con r=-q* (como l a  NLS) r e s u l t a  ( v e r  N e w e l l ,  1900) 
P a r a  l a  ecuac i6n  KdV, como 10s a u t o v a l o r e s  d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o  s o n  
i m a g i n a r i o s  p u r o s  ;Sk=i7k, 8610 18s c o n s t a n t e s  impares  son  d i s t i n t a s  
de c e r o  y se e s c r i b e n  
Se o b s e r v a  t a n t o  en  ( 1 . 2 0 )  como en (1.21) que l a  c o n t r i b u c i 6 n  d e  10s 
s o l i t o n e s  ( c a d a  uno c a r a c t e r i z a d o  p o r  un v a l o r  de f k, un n6mel.o 
comple jo  p a r a  l a  NLS e i m a g i n a r i o  p u r o  p a r a  l a  KdV) y l a  d e  l a  
r a d i a c i 6 n  ( i n t e g r a l  s o b r e  e l  e s p e c t r o  c o n t i n u o )  est6 sumada 
d i r e c t a m e n t e .  L a  forma f u n c i o n a l  d e  un s o l i t 6 n  puede o b t e n e r s e  
hac iendo  b/a=O e i n v i r t i e n d o  l a  TE. 
Pensemos a h o r a  en l a  ecuacicln de  evoluciBn ( 1 . 1 )  o  en  e l  p a r  
( 1 . 4 )  como s i s t e m a s  d in6micos  d e  d imensidn i n f  i n i t a .  Supongamos que  
e s t a s  e c u a c i o n e s  son i n t e g r a b l e s  p o r  e l  m6todo de la  T E I .  Como 
/ 
poseen un c o n j u n t o  i n f i n i t o  d e  c o n s t a n t e s  d e  movimiento, i s e r a n  
s i s t e m a s  t o t a l m e n t e  i n t e g r a b l e s ?  Pues b i e n ,  l a s  e c u a c i o n e s  d e  
i n t e r &  f i s i c o  (como l a s  d e s c r i p t a s  mbs a r r i b a )  son  s i s t e m a s  
h a m i l t o n i a n o s  t o t a l m e n t e  i n t e g r a b l e s .  Mbs aun,  e l  mktodo d e  l a  T E I  
que  p a s a  d e  10s d a t o s  d e  Cauchy i n i c i a l e s  a 10s par6met ros  de 
d i s p e r s i 6 n  ( 1 . 1 7 )  aot i ia  como una t r a n s f o r m a c i 6 n  c a n 6 n i c a  no l i n e a l  
que  l l e v a  d e  las  v a r i a b l e s  q y  r a v a r i a b l e s  t i p o  hngulo-accibn 
(Faddeev,  1980, Newell,  1980) .  Por  e jemplo ,  p a r a  l a  e c u a c i d n  NLS 
con s=l (r=-q*) e l  h a m i l t o n i a n o  es 
- 
l a  e s t r u c t u r a  s i m p l 6 c t i c a  
- 
l a s  v a r i a b l e s  gngulo-accidn 
c u y a s  e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i k  son 
donde e l  s imbolo  h/Sd r e p r e s e n t a  l a  d e r i v a d a  f u n c i o n a l  r e s p e a t o  de 
-4 . 
DESCRIPCION ESTADISTICA 
L a  g r a n  complej  idad d i n i m i c a  d e  10s p r o c e s o s  t u r b u l e n t 0 5  
t o r n a  c o n v e n i e n t e  l a  d e s c r i p c i 6 n  e s t a d i s t i c a  d e  10s mismos. Las  
e c u a c i o n e s  d ingmicas  son no l i n e a l e s  y ,  p o r  l o  que  hemos v i s t o ,  10s 
s o l i t o n e s  o  l a s  ondas s o l i t a r i a s  juegan un p a p e l  i m p o r t a n t e .  
Veremos que v a r i o s  d e  10s d i s t i n t o s  m6todos e s t a d i s t i c o s  a p l i o a b l e s  
a  sistemas din6micos  no l i n e a l e s  l o s  t i e n e n  en c u e n t a .  
p a r t i c u l a r ,  d o s  d e  e l l o s  10s usan como e lementos  b i s i c o s ,  
d e s c r i b i e n d o  e l  s i s t e m a  como e l  d e  un gas d e  s o l i t o n e s .  
Supongamos un sistema diniimico cuya ecuac ion  d e  e v o l u c i o n  e s  
d e  l a  forma (1.1). En l a  l i t e r a t u r a  s e  han d e s a r r o l l a d o  d i f e r e n t e s  
metodos,  a p l i c a b l e s  a d i s t i n t a s  s i t u a c i o n e s .  
1. Cuando l a s  e c u a c i o n e s  d i n h i e a s  no son  totalnente integrsbler 
p e r o  dan l u g a r  a l a  formaci6n d e  s o l i t o n e s ,  s e  toma a e s t o s  como 10s 
e l e m e n t o s  b g s i c o s  d e  l a  d e s c r i p c i d n  e s t a d s s t i c a ,  en  l u p a r  d e  10s 
modos d e  F o u r i e r .  En e s e  c a s o  se b u s c a  en  forma h e u r r s t i c a  l a  
f u n c i d n  d e  d i s t r i b u c i d n  d e  s o l i t o n e s .  E s t e  mgtodo f u e  p r o p u e s t o  p o r  
Kingsep  e t  a1 (1973) p a r a  l a  t u r b u l e n c i a  d e  Langmuir,  c u y a s  
e c u a c i o n e s  d i n g m i c a s  son  las  e c u a c i o n e s  d e  Zakharov (Zakharov ,  
1972), l a s  que ,  e s c r i t a s  en  v a r i a b l e s  conven i e n  temen t e  
a d i m e n s i o n a l i z a d a s  son  d e  l a  forma (Rudakov y  T s y t o v i c h ,  1978) 
donde  n  e s  una  pe r tu rbac io 'n  d e  b a j a  f r e c u e n c i a  d e  l a  d e n s i d a d  no  
( a s o c i a d a  a l a s  ondas  i d n i c o - a c d s t i c a s )  y E ss l a  a m p l i t u d  
c o m p l e j a  del campo e l g c t r i c o  d e  a l t a  f r e c u e n c i a  (atsociado a l a s  
o s c i l a c i o n e s  e l e c t r d n i c a s  d e  a l t a  f r e c u e n c i a ,  e s  d e c i r ,  a las  ondas  
d e  Langmuir ) .  En e l  c a s o  u n i d i m e n s i o n a l ,  l a s  ecuaciones (1 .26)  
poseen  s o l u c i o n e s  t i p 0  s o l i t o f i  ( e n  r e a l i d a d ,  ondas  s o l i t a r i a s )  d e  l a  
f orma 
con -f) =-uo2/4- Eo2 d / 2  
T e  y T I  son l a s  t e m p e r a t u r a s  d e  e l e c t r o n e s  y d e  i o n e s  
r e s p e c t i v a m e n t e .  
En e l  t r a b a j o  d e  Kingsep e t  a 1  (1973) s e  d e s a r r o l l a  e l  
s i g u i e n t e  modelo p a r a  e l  c a s o  u n i d i m e n s i o n a l .  Se supone que  t o d o s  
10s e s t a d o s  p o s i b l e s  d e l  s i s t e m a  e s t 6 n  formados por  s o l i t o n e s  
i d e ' n t i c o s  d i s t r i b u i d o s  a 1  a z a r  s o b r e  una regio'n d e  l o n g i t u d  L .  Como 
G s t o s  no son v e r d a d e r o s  s o l i t o n e s ,  d o s  d e  e l l o s  pueden f u s i o n a r s e  
formando un nuevo s o l i t 6 n .  De e s t e  mod0 e l  nu'mero d e  s o l i t o n e s  en 
e l  sistema puede v a r i a r .  Por  l o  t a n t o ,  cada  e s t a d o  est6 
c a r a c t e r i z a d o  p o r  e l  numero N d e  s o l i t o n e s  p r e s e n t e s .  Se d e f i n e  
e n t o n c e s  P(N) dN como l a  p r o b a b i l i d a d  d e  que e l  s i s t e m a  t e n g a  e n t r e  
N y N+dN s o l i t o n e s  d e  p a r h e t r o s  Eo(N) y n ( ~ ) .  Las p o s i c i o n e s  
xo y l a s  f a s e s  y o  este 'n d i s t r i b u i d a s  a 1  a z a r .  Se c a l c u l a  e l  
e s p e c t r o  d e  F o u r i e r  d e  l a  e n e r g i a  c \ E ~ \ ~ >  que d a  e s t e  modelo y se 
e n c u e n t r a  que  sdlo  depende d e  Eo(N) y no d e  n ( ~ ) .  P a r a  d e t e r m i n a r  
Eo como f u n c i 6 n  d e  N s e  i g u a l a  e l  c o n t e n i d o  e n e r g g t i c o  d e  N 
s o l i t o n e s  a l a  e n e r g s a  t o t a l  WL d e l  s i s t e m a .  P a r a  d e t e r m i n a r  e l  
v a l o r  m6ximo que  puede tomar N s e  s i g u e  e l  s i g u i e n t e  argumento.  
Cada s o l i t 6 n  e s t a '  c a r a c t e r i z a d o  por  un ancho I - l / ( E o ( a  / 2 ) 1 / 2 ) .  
Por  l o  t a n t o ,  e l  nGmero mzkimo d e  s o l i t o n e s  N m a x  que puede s o s t e n e r  
e l  s i s t e rna  debe  o b t e n e r s e  d e  l a  i g u a l d a d  
E l  ndmero mi"inimo es N=l,  aunqus,  por s i m p l i c i d a d ,  suele  tomarme el 
l i m i t e  i n f e r i o r  i g u a l  a  c e r o .  De comparar e l  e s p e c t r o  a s i  o b t e n i d o  
con e l  que  s e  d e r i v a  d e  a l g u n a s  s i m u l a c i o n e s  numdricas  s e  e n c u e n t r a  
un buen a j u s t e  p a r a  P ( N ) = c o n s t a n t e .  E s t o  s i g n i f i c a  que  t o d o s  10s 
e s t a d o s  d e  N s o l i t o n e s  e n t r e  1 y  Nmrx son e q u i p r o b a b l e s .  Una 
j u s t i f i c a c i 6 n  p a r a  e s t a  e l e c c i d n  puede h a l l a r s e  en  l a  ecuac idn  d e  
L i o u v i l l e  que  debe  s e g u i r  P(N), que e s  d e  l a  forma 
con $4f l a  f r e c u e n c i a  a s o c i a d a  a1 p r o c e s o  d e  f u s i d n  d e  d o s  
s o l i t o n e s  en uno, l a  que r e s u l t a  i n d e p e n d i e n t e  d e  N .  E s t a  ecuac i6n  
d e  L i o u v i l l e  posee  la  s o l u c i 6 n  e s t a c i o n a r i a  P (N)=cons tan te  en  l a  
p a r t e  p r i n c i p a l  d e l  e s p e c t r o ,  s iempre  que  l a  f u e n t e  d e  e n e r g f a  
e x c i t e  l a s  l o n g i t u d e s  d e  onda largas (Kingsep e t  a l . ,  1973). 
S i n  embargo e x i s t e n  s i m u l a o i o n e s  num6ricas  u n i d i m e n s i o n a l e s  
que dan e s g e c t r o s  de p o t e n c i a s  p a r a  l a  e n e r g i a  con i n d i c e s  
d i f e r e n t e s  (Rudakov y T s y t o v i c h ,  1978) .  Lo que  a f i r m a n  e s t o s  
a u t o r e s  es que es n e c e s a r i o  t e n e r  en  c u e n t a  e l  e s t a d o  i n i c i a l  a 
p a r t i r  d e l  c u a l  se  g e n e r a  e l  e s t a d o  t u r b u l e n t o .  D i s t i n g u e n  e n t o n c e s  
d o s  c a s o s :  1) e x c i t a c i 6 n  de un modo d e  F o u r i e r ;  2 )  t r a n s i c i 6 n  d e s d e  
un e s t a d o  d e  t u r b u l e n c i a  d g b i l  donde y a  hay muchas o s c i l a c i o n e s  
c o n c e n t r a d a s  en  l a  r e g i o n  d e  l o n g i t u d e s  d e  onda l a r g a  (condensado d e  
Langmuir) .  E s t a  segunda s i t u a c i 6 n  est6 c a r a c t e r i z a d a  p o r  l a  
p r e s e n c i a  d e  un g r a n  niimero d e  ondas i 6 n i c o - a c i s t i c a s  que  t i e n d e n  a 
romper 10s s o l i t o n e s  l l e v a n d o  e l  s i s t e m a  a un s s t a d o  ergddico.  
Elaboran  e n t o n c e s  un modelo a l t e r n a t i v o  que  t i e n e  en c u e n t a  10s 
p r o c e s o s  d e  f u s i 6 n  d e  d o s  s o l i t o n e s  d e  i g u a l  ampl i tud  y d e  r u p t u r a  
de un s o l i t 6 1 1  de ampl i tud  Eo en d o s  d e  ampl i tud  Eo/2 d e b i d o  a l a  
i n t e r a c c i 6 n  con ondas  i d n i c o - a c d s t i c a s .  De este  nodo o b t i e n e n  l a  
dependenc ia  d e  l a  f u n c i 6 n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  f  con Eo: f - E ~ - l * ~ ~ .  
P a r a  e s t e  t i p o  d e  modelos e x i s t e n  metodos g r i f i c o s  (Gibbons e t  a1 
1977) p a r a  d e t e r m i n a r  . c u 6 l e s  son las  i n t e r a c c i o n e s  p e r m i t i d a s .  
E s t o s  mbtodos Eueron usados ,  por  e jemplo ,  en Verga y F e r r o  ~ o n t k n  
(1984) p a r a  l a  o b t e n c i 6 n  d e l  i n d i c e  e s p e c t r a l  d e l  e s p e c t r o  d e  
e n e r g c a  en un modelo adecuado a  l a  magne tos fe ra  d e  10s p u l s a r e s .  
I s '  2 .  E l  segundo t r a t a m i e n t o  e s  a p l i c a b l e  a1 c a s o  d e  e c u a c i o n e s  
1 . 
1 T t o t a l m e n t e  i n t e g r a b l e s  p o r  e l  m6todo d e  l a  T E I .  E s t e  metodo f u e  
1 %  
usado p a r a  l a  ecuac i6n  KdV p o r  Matsuno (1977)  y ,  m6s t a r d e ,  a p l i c a d o  
'1 a 1  c a s o  d e  ondas  d e  d e r i v a  d e  l o n g i t u d  d e  onda l a r g a  (Meiss y 
I 
I . y .  ' 
a Horton,  1982) cuya  ecuac i6n  d e  e v o l u c i 6 n  s e  r e d u c e  a  KdV en c i e r t a  
1 .  
1 -  . aproximacion . C o n s i s t e  en e s c r i b i r  l a  s o l u c i 6 n  g e n e r a l  p a r a  t iempos  1 A - g r a n d e s  d e  l a  ecuac ibn  no l i n e a l  c o r r e s p o n d i e n t e  como una  
s u p e r p o s i c i 6 n  de s o l i t o n e s  ( s e  d e s p r q c i a  l a  r a d i a c i 6 n )  con f a s e s  y 
I . .  . 
I T p o s i c i o n e s  a 1  a z a r  ( en  e l '  c a s o  KdV, en  r e a l i d a d ,  no  e x i s t e n  las 
i P f a s e s ) .  Se c o n s i d e r a  luego  un ensamble d e  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  y 
1 - t o d a s  10s promsdios  n e c s s a r i o s  p a r a  l a  d e s c r i p c i b  e s t a d i s t i c a  
1 II ( v a l o r e s  medios,  f u n c i o n e s  d e  c o r r e l a c i 6 n ,  e t c . )  s e  hacen s o b r e  
4 . .  
- d i c h a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ,  l a s  f a s e s  y las  p o s i c i o n e s  d e  10s 
1 .  s o l i t o n e s .  La dependenc ia  d e  10s par6met ros  d e  10s s o l i t o n e s  ( e n  e l  
1 c a s o  KdV, es l a  ampl i tud  o  l a  v e l o c i d a d )  con l a s  c o n d i c i o n e s  
I n i n i c i a l e s  queda  e x p r e s a d a  en  e l  t r a b a j o  d e  Matsuno a  t r a v 6 s  d e  un 11 I f u n c i o n a l  o b t e n i d o  p o r  Karpman y  Sokolov (Karpman y  Sokolov,  1968) 
I 
p a r a  l a  ecuac ihn  KdV. E s t e  toma l a  forma 
p a r a  l a  ecuaciofi  KdV e s c r i t a  como en (1.2), donde A e s  l a  ampl i tud  
d e  10s s o l i t o n e s  y F(A) dA e s  e l  nGmero d e  s o l i t o n e s  con ampl i tud  
e n t r e  A y A+dA. En e l  t r a b a j o  d e  Meiss y Horton,  en cambio, ~ 6 1 0  s e  
u s a  e l  niimero t o t a l  d e  s o l i t o n e s  N que d a  l a  e x p r e s i a n  ( 1 . 3 0 )  
y s e  supone que  10s s o l i t o n e s  e s t k n  canonicamente  d i s t r i b u i d o s  en  
e n e r g i a  con una  t e m p e r a t u r a  TI .  Esta t e m p e r a t u r a  se d e t e r m i n a  
i g u a l a n d o  e l  c o n t e n i d o  e n e r g B t i c o  de < N >  s o l i t o n e s  a l a  e n e r g i a  
media t o t a l  d e l  s i s t e m a .  L a  funcio'n d e  d i s t r i b u c i b n  r e s u l t a  
e n t o n c e s  
donde Em e s  l a  e n e r g i a  d e  un s o l i t o n  y e l  v a l o r  medio < > s e  c a l c u l a  
promediando s o b r e  las c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  y l a s  p o s i c i o n e s  xo. 
- 
3.  E l  t e r c e r  m6todo f u e  d e s a r r o l l a d o  p r i n c i p a l m e n t e  en problemas  
v i n c u l a d o s  a  l a  f i s i c a  d e l  & l i d o  ( S c a l a p i n o  e t  a l ,  1972, Bishop e t  
a l . ,  1980) .  C o n s i s t e  en l a  o b t e n c i d n  d e  l a  f u n c i 6 n  d e  p a r t i c i 6 n  
como una i n t e g r a l  f u n c i o n a l  d e  l a  forma 
donde H es la  e n e r g c a  y  e l  h a m i l t o n i a n o  d e l  s i s t e m a ,  p  y q  son  
v a r i a b l e s  cano'nicamente con jugadas ,  T e s  una t e m p e r a t u r a  (medida en 
u n i d a d e s  d e  e n e r g i a )  y b q A p  r e p r e s e n t a  l a  medida d e  i n t e g r a c i 6 n  en 
e l  e s p a c i o  d e  f u n c i o n e s .  Claramente ,  e s t o s  c & l c u l o s  v a l e n  p a r a  una  
s i t u a c i 6 n  d e  e q u i l i b r i o .  E l  c a s o  m 6 s  e s t u d i a d o  e s  e l  d e  l a  e c u a c i 6 n  
seno-Gordon (Bul lough ,  1985) 
p a r a  l a  que p= q t  y H =  p2/2+ qx/2+ m* (1- c o s ( S  q/m))/SaT 
E s t a  e c u a c i a n  tambidn e s  i n t e g r a b l e  por  e l  metodo d e  l a  TEI y posee  
s o l i t o n e s  d e  un s o l o  pargmetro  (Newell ,  1980) .  E l  c k l c u l o  d e  ( 1 . 3 3 )  
s e  puede h a c e r  p o r  e l  mktodo d e  l a  i n t e g r a l  d e  t r a n s f e r e n c i a  (TIM) 
como e l  usado en S c a l a p i n o  e t  a1 1972 o  p o r  e l  d e  d e s c e n s o  
r a p i d o .  E s t e  u l t i m o  c o n s i s t e  en  d e s a r r o l l a r  e l  h a m i l t o n i a n o  
a l r e d e d o r  d e  las  f u n c i o n e s  que l o  hacen mx'nimo. P a r a  e l  c'aso 
seno-Gordon ( v e r  Bul lough,  1985 o  Rajaraman y Raj-Lakshmi, 1982) se 
e n c u e n t r a n  d o s  t i p o s  d e  minimos: 10s s o l i t o n e s  d e  v e l o c i d a d  c e r o  y 
l a  s o l u c i 6 n  q-0 v x ,  a  l a  que s e  i d e n t i f i c a  con l a  " r a d i a c i 6 n n "  y a  
que  a 1  orden no n u l o  s i g u i e n t e  en l a  expansiofi  ( H ( 2 ) )  a l r e d e d o r  d e  
q=0 s e  o b t i e n e n  las  o s c i l a c i o n e s  l i n e a l e s  d e  l a  ecuac i6n  ( 1 . 3 4 ) ,  e s  
d e c i r ,  10s f o n o n e s .  E s t e  m6todo e s  e x t e n d i d o  en Rajaraman y 
Raj-Lakshmi (1982)  a 1  c a s o  d e  s o l i t o n e s  c a r g a d o s ,  es d e c i r ,  con 
dependenc ia  t empora l  e x p l i c i t a  en e l  sistema d e  referenaia del 
s o l i t & .  Lo que  observan e s t o s  a u t o r e s  e s  que  hay que  t e n e r  en 
c u e n t a  o t r a  d e  l a s  c o n s t a n t e s  d e  movimiento, l a  c a r g a  Q ,  a s o c i a d a  a 
l a  i n v a r i a n c i a  d e  medida d e  l a  ecuacio'n d e  evolucio 'n.  E x i s t e n  
e n t o n c e s  d o s  p o s i b i l i d a d e s ,  i n t r o d u c i r  un p o t e n c i a l  qul'inico y 
c a l c u l a r  una g r a n  f u n c i d n  d e  g a r t i c i d n  o  d a r  un v a l o r  f i j o  a Q d e  
mod0 que r e s u l t a  
a l t e r n a t i v a  que e l i g e n  10s a u t o r e s  de l a  r e f e r e n c i a .  C g l c u l o s  d e  
e s t e  t i p o  p a r a  problemas  v i n c u l a d o s  a  l a  f i s i c a  d e l  plasma f u e r o n  
hechos por  Tasso  (1983)  y p o r  Tasso  y L e r b i n g e r  (1983) .  En e s t a s  
r e f e r e n c i a s  s e  i n t e n t a  a p l i c a r  e l  mBtodo a l a  ecuacio'n KdV. P e r o  
como en e s t e  c a s o  e l  hami l ton iano  no e s  l a  e n e r g j a  y, m a ' s  a h ,  no 
e s t 6  a c o t a d o  i n f e r i o r m e n t e ,  s e  p a s a  a  un problema e q u i v a l e n t e  
d e s c r i p t o  por  una ecuacia'n cuyos  s o l i t o n e s  son d e  l a  m i s m a  forma que  
10s de  KdV. 
4 .  E x i s t e  una s e r i e  d e  t r a b a j o s  en  10s que s e  a g r e g a  a  las  
e c u a c i o n e s  d ingmicas  o r i g i n a l e s  ( 1 . 1 )  tg rminos  d e  r u i d o  ( Q  . f ) que 
- 
t i e n e n  en c u e n t a  g r a d o s  d e  l i b e r t a d  d e j a d o s  o r i g i n a l m e n t e  d e  l a d o .  
En e l  c a s o  d e  r u i d o  b l a n c o  ( < f i ( t )  f j ( t V ) > =  A ij 6 ( t - t ' ) )  puede 
p a s a r s e  d e  l a  d e s c r i p c i 6 n  t i p 0  Langevin a  una e c u a c i &  d e  
Fokker-Planck ( v e r ,  por  e jemplo ,  Langouche e t  a l . ,  1979) 
p a r a  l a  p r o b a b i l i d a d  /3( q ,t) b g d e  que e l  s i s t e m a  s e  h a l l e  e n t r e  
10s e s t a d o s  q y q + .b q a1 t iempo t .  En ( 1 . 3 6 )  hemos d e f  i n i d o  
A I = N I (  s )-&.(Qik( s , t ) . Q k d (  9 , t ) ) / 2 ,  D i d =  Q k i Q k ~ .  
J 
Claramente ,  p a r a  poder  r e s o l v e r  e s t a  ecuac i6n  e s  n e c e s a r i o  d a r  e l  
v a l o r  i n i c i a l  d e  l a  d e n s i d a d  d e  p r o b a b i l i d a d .  La misma e c u a c i 6 n  
( 1 . 3 6 )  v a l e  tambign p a r a  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  t r a n s i c i 6 n  e n t r e  un 
e s t a d o  i n i c i a l  y o t r o  c u a l q u i e r a  a  un t iempo t p o s t e r i o r .  E s t e  t i p o  
d e  t r a t a m i e n t o s  s e  u s a  p r i n c i p a l m e n t e  p a r a  sistemas dingmicos  d e  
d imension f i n i t a .  E x i t e n  o t r a s  t r a b a j o s  que  a p a r t i r  d e  las  
e c u a c i o n e s  e s t o c 6 s t i c a s  o r i g i n a l e s  ( l a s  e c u a c i o n e s  con r u i d o )  
o b t i e n e n  s i s t e m a s  c e r r a d o s  d e  e c u a c i o n e s  p a r a  l a s  f u n c i o n e s  d e  
c o r r e l a c i 6 n  y d e  r e s p u e s t a  ( J e n s e n ,  1981) .  E l  c a s o  d e  ecuaciones 
con s o l i t o n e s  en p r e s e n c i a  d e  tg rminos  d e  r u i d o  est6 t r a t a d o  
a n a l l t i c a m e n t e  en  Kustmarsev (1985) y en B a s s  et a1 (1988) .  E x i s t e  
tambie'n un g r a n  niimero d e  s i m u l a c i o n e s  num6ricas  d e  e c u a c i o n e s  d e  
e v o l u c i 6 n  a  l a s  que  s e  a g r e g a  r u i d o  y d i s i p a c i 6 n .  Por  e jemplo ,  en 
Moon y Goldman (1984) s e  p e r t u r b a  l a  ecuac i6n  NLS y en Ghosh y 
Papadopoulos (1987)  l a  ecuac i6n  no l i n e a l  d e r i v a d a  d e  S c h r o d i n g e r .  
ESTUDIO DE ESTABILIDAD DE SOLITONES. 
Por  l o  que acabamos d e  v e r  muchos d e  10s modelos e s t a d ~ s t i c o s  
s e  basan en d e s c r i b i r  a1 s i s t e m a  como un g a s  d e  s o l i t o n e s .  P e r o ,  
iPOr  q u d  e s  e s t o  p o s i b l e ?  i Q u =  o c u r r e  cuando s e  10s p e r t u r b a ?  ~ S o n  
10s s o l i t o n e s  e s t a b l e s ?  i P ~ d r r i  e n c o n t r a r s e  s i empre  un f u n c i o n a l ,  
oomo e l  hawiltoniano de l a  ecuacio'n seno-Gordon (S-G) d e s c r i p t o  en 
l a  s e c c i 6 n  a n t e r i o r ,  p a r a  e l  c u a l  10s s o l i t o n e s  r e p r e s e n t a n  un 
minimo? Cdmo s e  v i n c u l a  e s t o  con l a  e s t a b i l i d a d ?  Pues b i e n ,  e x i s t e  
I una g r a n  c a n t i d a d  d e  t r a b a j o s  donde s e  e s t u d i a  l a  e s t a b i l i d a d  d e  
1 
s o l u c i o n e s  t i p 0  s o l i t o ' n  usando 10s m6todos d e  Liapunov. E s t o s  
miitodas e x t i e n d e n  l a  i d e a  d e  e q u i l i b r i o  como c o r r e s p o n d i e n t e  a un 
minim0 d e  l a  e n e r g i a .  En e s t a  seccio'n vamos a d e s c r i b i r  e s t a s  
t g c n i c a s  y c6mo s e  a p l i c a n  a  10s s o l i t o n e s  en e l  c a s o  
u n i d i m e n s i o n a l  . 
Llamemos q, a  l a  solucio 'n  d e  e q u i l i b r i o  ( qt = O )  d e  una 
' ' '  e c u a c i d n  d e  e v o l u c i 6 n  d e  l a  forma (1 .1 )  L a  s o l u c i h  qr s e r i  I - 
1. : . e s t a b l e  si a 1  tomar una  condicio'n i n i c i a l  q ( t=O)  en un e n t o r n o  d e  
, qo l a  s o l u c i 6 n  p a r a  t i empos  p o s t e r i o r e s  s e  mant iene  c e r c a  de 
qe . La i d e a  d e  c e r c a n i a  s e  e x p r e s a  a  t r a v g s  d e  l a  d i a t a n c i a  d  
e n t r e  d o s  f u n c i o n e s  qi y q2 
1 1 donde I es una norma que  e s  n e e s s a r i o  d e f  i n i r .  B s t a  d e f  i n i c i o n  d e  
I n e s t a b i l i d a d  se e x p r e s a  matematicamente d e l  s i g u i e n t e  modo. La 
1 .  
1 .  s o l u c i o n  qe e s  e s t a b l e  s i  y ~ 6 1 0  si  (Holm e t  a l . ,  1985) 
I ! donda 5 y C eoa dm. orntlld*r pbrit.lvas y ,dl P. dtr  .M d m  
I p a r t i c * l a r ,  p a r a  e l  e s t u d i o  de l a  e s t a b i l i d a d  d e  s o l i t o n e s  d~ y 
d1.1 s o n  d i f e r e n t e s  (Benjamin, 1972).  Una c o n d i c i 6 n  I J 
d e  e s t a b i l i d a d  es  que  e x i s t a n  un f u n c i o n a l  , l lamado f u n c i o n a l  d e  
Liapunov,  y d o s  c o n s t a n t e s  p o s i t i v a s  d y f '  t a les  que (Benjamin, 
1972; Holm e t  a l . ,  1985; Laedke e t  a l .  1985) 
En e l  c a s o  d e  sistemas dina'micos d e  dimensio'n f i n i t a  ( l a  c a n t i d a d  
q en ( 1 . 1 )  e s  un v e c t o r  d e  d imensi6n f i n i t a  d e p e n d i e n t e  s6 l0  d e l  
t i empo)  l a  c o n d i c i d n  (1 .39)  e s  e q u i v a l e n t e  a l a  d e f i n i c i d n  d e  
e s t a b i l i d a d  f o r m a l .  Una s o l u c i 6 n  q* s e  d i c e  formalmente e s t a b l e  
si  e x i s t e  un f u n c i o n a l  d e  Liapunov t a l  que 
donde Lei> e s  e l  t h i n 0  d e  orden i en 6 q d e l  d e s a r r o l l o  d e l  
f u n c i o n a l  d e  Liapunov a l r e d e d o r  d e  l a  s o l u c i o n  d e  e q u i l i b r i o  
P a r a  e l  c a s o  d s  sistemas de dimsnsf6n i n f i n i t a ,  e l  heoho d e  qus 
sea d e  s i g n o  d e f i n i d o  p a r a  un pun to  e x t r e m a l  ( [ <l>=O) n o  
es s u f i c i e n t e  p a r a  e s t a b l e c e r  que s e  t r a t a  r e a l m e n t e  d e  un extremo 
(Morr ison y E l i e z e r ,  1986) .  
Ahora b i e n ,  en e l  c a s o  d e  s o l i t o n e s  no  pusde  p r o b a r s e  l a  
e s t a b i l i d a d  a b s o l u t a  s i n o  ~ 6 1 0  l a  l lamada e s t a b i l i d a d  d e  forma 
(Benjamin,  1972; Laedke y Spa t schek ,  1980, 1982, 1984, Laedke e t  a l .  
1983).  E s t e  a n g l i s i s  s e  hace t r a b a j a n d o  en un e s p a c i o  c o c i e n t e  S ,  
l lamado c o n j u n t o  i n v a r i a n t e  en Laedke e t  a1 (1985) ,  formado p o r  
c l a s e s  d e  e q u i v a l e n c i a  d e  f u n c i o n e s .  Cada c l a s e  e s t 6  formada por  
f u n c i o n e s  que  s61o d i f i e r e n  e n t r e  si en una t r a s l a c i d n  e s p a c i a l  o  en 
una  r o t a c i d n .  E s  p o r  e s t a  r az6n  que s e  d e f i n e n  d o s  normas d ~  y 
~ I I  d i s t i n t a s  p a r a  e l  e s t u d i o  d e  e s t a b i l i d a d  d e  s o l i t o n e s .  
M i e n t r a s  d ~  s e  d e f i n e  como en (1 .37)  con l a  norma 
~ I I  s e d e f i n e  como 
d r r ( q i , q z ) =  i n f  I J R  T qi-qz11 
12 )-i- 
donde R r e p r e s s n t a  e l  operador  d e  r o t a c i d n  y T e l  d e  t r a s l a o i 6 n  
e s p a c i a l  y l a  n o t a c i 6 n  i n f  i n d i c a  que  debe  tomarse  e l  l'nfimo d e  
Q ;r 
j( RTsi-qz 11 s a b r e  e l  c o n j u n t o  de t o d a s  las  r o t a c i o n e s  y t r a s l a c i o n e s  
p o s i b l e s  d e  qi. E s t e  e f e c t o  e s t 6  r e l a c i o n a d o  con las  s i m e t r c a s  d e  
la ecuac i6n  o r i g i n a l  que e l  s o l i t d n  rompe (Morr ison y E l i e z e r ,  1987; 
G r i l l a k i s  e t .  a l .  1987) y, en r e a l i d a d ,  ~ I I  debe  d e f i n i r s e  usando 
t o d a s  las r e p r e s e n t a c i o n e s  d e  10s g r u p o s  d e  s i r n e t r i a  que e l  s o l i t o n  
rompe ( S t r a u s s ,  1988) .  
Por  o t r o  l a d o ,  en e l  c a s o  d e  s o l i t o n e s  no puede d e m o s t r a r s e  
l a  e s t a b i l i d a d  f o r m a l ,  y a  que  puede v e r s e  que  e l  operador  H i j  
d e f i n i d o  p o r  1 -= ~ ~ 6 ~ d ~ ~  posee  a 1  menos un a u t o v a l o r  n e g a t i v o  
( G r i l l a k i s  e t  a l ,  1987, Bona e t  a l ,  1987) .  Lo que  se hace  
g e n e r a l m e n t e  en l a  l i t e r a t u r a  (Benjamin, 1972) es d e m o s t r a r  la  
e s t a b i l i d a d  en un e s p a c i o  d e  f a s e s  r e d u c i d o  (Arnold ,  1972) d e f i n i d o  
por un v a l o r  dado d e  a l g u n a  d e  l a s  c o n s t a n t e s  d e  movimiento d e l  
s i s t e m a  y luego ,  usando d e s i g u a l d a d e s  t r i a n g u l a r e s ,  s e  deduce  l a  
e s t a b i l i d a d  (no  f o r m a l )  en e l  c a s o  g e n e r a l .  E l  e jemplo  mSs c l a r o  es 
e l  d e  l a  ecuacioOn KdV ( 1 . 2 ) .  Los s o l i t o n e s  d e  esta ecuac i6n  son d e  
l a  forma 
y ,  como s e  puede v e r ,  e s t 6 n  d e f i n i d o s  por  un Gnico pardmetro, su 
ampl i tud  A o  s u  v e l o c i d a d  v=2A. En e l  t r a b a j o  d e  Benjamin (1972) se 
m u e s t r a  que  e l  Liapunov s e  c o n s t r u y e  con d o s  o o n s t a n t e s  d e  
movimiento, el h a m i l t o n i a n o  
y  l a  c o n s t a n t e  V 
E l  a u t o r  c o n s i d e r a  en p r i m e r a  i n s t a n c i a  p e r t u r b a c i o n e s  t a l e s  que  
V[qa+ 5 q]=V[qo]=Vo donde qo e s  e l  s o l i t o n  cuya  e s t a b i l i d a d  se 
q u i e r e  e s t u d i a r  y  demues t ra  que ,  en e s t e  c a s o ,  se s a t i s f a c e  l a  
condicio 'n s u f i c i e n t e  ( 1 . 3 9 )  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  s e  cumple (1.38). La 
norma ~ I I  u s a d a  s e  d e f i n e  como en (1 .43)  p e r 0  s i n  a p l i c a r  e l  
operador  d e  r o t a c i G n ,  y a  que  10s s o l i t o n e s  KdV & l o  rompen l a  
s i m e t r i a  d e ' t r a s l a c i c h  e s p a c i a l .  Una vez  demost rada  l a  e s t a b i l i d a d  
en e l  e s p a c i o  r e d u c i d o  d e f i n i d o  por  V = Vo, se  demues t ra  l a  
e s t a b i l i d a d  en e l  c a s o  g e n e r a l  d e l  s i g u i e n t e  modo. Consideremos una 
p e r t u r b a c i d n  c u a l q u i e r a .  La c o n s t a n t e  V tomarg  e l  v a l o r  
V x = V [ q o + >  q ]  . Como cada  s o l i t &  e s t &  c a r a c t e r i z a d o  por  s u  v e l o c i d a d ,  
inmedia tamente  puede d e t e r m i n a r s e  cud1 e s  e l  s o l i t 6 n  q i  t a l  que  
V[qx]=Vx. E l  v a l o r  d e  xo ( p o s i c i 6 n  i n i c i a l  d e l  mkximo d e  I qb s e  
toma i g u a l  a 1  d e l  s o l i t 6 n  q o .  Se puede demoat ra r  que ,  tomando un 
v a l o r  i n i c i a l  d e  Sq t a l  que  \iiqll s e a  s u f i c i e n t e m e n t e  ~ e ~ u e f i a ,  l a  
d i f e r e n c i a  e n t r e  V i  y Vo puede h a c e r s e  t a n  pequefia como uno q u i e r a .  
En p a r t i c u l a r ,  e s t a  d i f e r e n c i a  t i e n d e  a  c e r o  con (1SqIl. Por  l o  
t a n t o ,  l a  v e l o c i d a d  d e l  s o l i t d n  q i  t i e n d e  a l a  d e l  s o l i t 6 n  q o  
p a r a  115q11-+0. Como ambos s o l i t o n e s  esta 'n i n i c i a l m e n t e  c e n t r a d o s  en  
e l  mismo p u n t o  xo ,  si d ~ ( q o + S q , q o ) =  llSql\<L se cumple 
con f ( S ) un niimero pequefio y p o s i t i v o  que  t i e n d e  a c e r o  con 5 . 
Consideremos e n t o n c e s  l a  d e s i g u a l d a d  t r i a n g u l a r  
De ( 1 . 4 7 )  r scsu l t a  dx(qo+ 6 q , q ~ ) c  5 + f (  & ) .  Pero ,  coma V[qo+ 5 q ] =  
VCqi], p o r  ser q i  un s o l i t G n ,  puede a p l i c a r s e  l a  demos t rac i6n  d e  
e s t a b i l i d a d  c o n d i c i o n a l  ( e s t a b i l i d a d  en e l  e s p a c i o  r e d u c i d o )  
d e s a r r o l l a d a  m6s a r r i b a .  Luego, d r r ( q o +  S q , q i )  s e  mant iene  a c o t a d a  
R por  un numero p o s i t i v o  E' que  depende d e  6 - Considerando luego  
l a  d e s i g u a l d a d  t r i a n g u l a r  
cono,  p o r  l a  d e f i n i c i 6 n  d e  d r r  es d r r ( q o , q i ) =  d r ( q o , q l ) l  t = o  3t, 
l a  p a r t e  d e r e c h a  d e  l a  d e s i g u a l d a d  (1 .49 )  estg a c o t a d a  p o r  
5 ( S )= L'( S ) + f (  5 ). Queda e n t o n c e s  demost rada  l a  e s t a b i l i d a d  d e l  
s o l i t d n  qo en e l  c a s o  g e n e r a l ,  y a  que s e  cumple l a  impl icac io 'n  
For  Gl t imo,  en e l  c a s o  KdV, l o g r 6  d e m o s t r a r s e  l a  e s t a b i l i d a d  
d e  forma en e l  e s p a c i o  d e  10s pardmet ros  d e  d i s p e r s i d n  t r ans fo rmando  
l a  e c u a c i 6 n  mediante  e l  m6todo d e  l a  T E I  (Schar f  y  Wresz insk i ,  
1981). Se m u e s t r a  en  e s t e  t r a b a j o  que  una  p e r t u r b a c i 6 n  i n i c i a l  que  
cumple c i e r t a s  c o n d i c i o n e s  m o d i f i c a  levemente e l  a u t o v a l o r  a s o c i a d o  
a 1  s o l i t 6 n  p e r t u r b a d o ,  p e r 0  no g e n e r a  nuevos a u t o v a l o r e s  en  e l  
e s p e c t r o  d i s c r e t o  n i  d e s t r u y e  e l  o r i g i n a l .  Como 10s a u t o v a l o r e s  se 
v i n c u l a n  a l a  v e l o c i d a d  d e  10s s o l i t o n e s  e s t o  s i g n i f i c a  que  una 
p e r t u r b a c i 6 n  m o d i f i c a  l a  v e l o c i d a d  del s o l i t 6 n  o r i g i n a l .  Debido a 
e s t e  e f e c t o  l a  d i s t a n c i a  e n t r e  e l  s o l i t o ' n  o r i g i n a l  y  e l  nuevo, a1 
que  d a  l u g a r  l a  p e r t u r b a c i h ,  c r e o e  con e l  t iempo.  E s  p o r  e s o  que  
s610 puede d e m o s t r a r s e  l a  e s t a b i l i d a d  d e  forma en e l  c a s o  d e  
s o l i t o n e s .  
1 LA ECUACION NO LINEAL D E R I V A D A  DE SCHRODINGER. I .  - .  : 
En e s t a  s e c c i 6 n  vamos a m o s t r a r  c6m0, a p a r t i r  d e  las 
1 .  
. e c u a c i o n e s  magnetohidrodin6micas  puede d e r i v a r s e ,  mediante  e l  mitodo 
I .  
d e  r e d u c c i 6 n  p e r t u r b a t i v a  ( T a n i u t i  y Wei, 1968) l a  ecuacio'n no 
l i n e a l  d e r i v a d a  d e  Schrpddinger (DNLS). Esta ecuacio'n f u e  o b t e n i d a  
a p l i c a n d o  e s t e  m6todo por  MjoLhus (1976) p a r a  e l  c a s o  d e  un plasma 
1 :  f r f o  y p o r  S p a n g l e r  y S h e e r i n  (1982a)  y por  S a k a i  y Sonnerup (1983) 
p a r a  e l  c a s o  c a l i e n t e .  
Consideremos e l  con j u n t o  d e  e c u a c i o n e s  magnetohidrodina/micas 
I 
! $ para un gas d e  e l e c t r o n e s  y p r o t o n e s  en  donde se han heoho l a s  
1 .  
I , s i g u i e n t e s  ap rox imac ianes :  
. 1. l a s  c o r r i e n t e s  d e  d e s p l a z a m i e n t o  son  d e s p r e c i a b l e s  
1 . ' 2 .  hay c u a s i n e u t r a l i d a d  d s  c a r g a  (n -cn izn)  
1 
3. e l  t e n s o r  d e  p r e s i o n e s  es d i a g o n a l  e i s 6 t r o p o  y l a  ~ r e s i 6 n  y l a  
-6- d e n s i d a d  e s t d n  v i n c u l a d a s  p o r  una p o l j t r o p a  p=kn . 
4 .  E x i s t e  un campo magn6tico ambient8  en  l a  d i r e c c i c h  x: 
A Bo =Box 
I 
I ;'f Estamos i n t e r e s a d o s  en e s t u d i a r  l a  propagaci6n d e  ondas  a l o  I ( . .  l a r g o  d e  .Bo . Podemos e n t o n c e s  suponer  que  t o d a s  l a s  c a n t i d a d e s  
I dependen s 6 l o  d e  l a  coordenada  x .  De e s t e  mod0 e l  sistema d s  
! 1- e c u a c i o n e s  o r i g i n a l e s  puede l l e v a r s e  a ( S a k a i  y Sonnerup, 1983, 
I 
I Terasawa e t  a l . ,  1986) 
d t v  - 3 ~ B / n +  i (L30i/a d ~ e ) d t (  JxB/n)=O 
donde d t =  S t + u  a x ;  u= vi, ( v i  e e  l a  v e l o c i d a d  d e  10s i o n e s ) ;  
B = B ~ - ~  B ~ ;  v=viy-i v i e ;  e s  l a  f r e c u e n c i a  d e  c i c l o t r 6 n  p a r a  
' 1 i o n e s  y cc\ce=eBo/mec l a  d e  c i c l o t r 6 n  p a r a  e l e c t r o n e s ;  d =( 1- d e ~ / d  oo)/ I .  
I _ if 2 ( 4 2  1 / 2 ) ;  (3= d k n o  / ( B o 2 / 4 ~ ) =  (c. /vA)~ con c. l a  v e l o c i d a d  d e l  
s o n i d o  C E =  ( . 6 - (Tm+Ti) /  (mi+m,))l/2 ( -K e l  c o c i e n t e  d e  c a l o r e s  
,especl ' f icos)  y VA l a  v e l o c i d a d  d e  Alfvgn.  Todaa las  v e l o c i d a d s s  
esta 'n medidas en  u n i d a d e s  d e  l a  ve loofdad  d e  AlfvBn, e l  campo 
I magne'tico en u n i d a d e s  d e  B o ,  e l  t iempo en  u n i d a d e s  d e  l / d ~ i ,  las  
l o n g i t u d e s  en u n i d a d e s  de d i = u ( v A / d o i ,  las  d e n s i d a d e s  en  u n i d a d e s  
I 
d e  no y l a  presio 'n en u n i d a d e s  d e  B o 2 / 4 r .  
E s t e  c o n j u n t o  d e  e c u a c i o n e s  posee  l a  s o l u c i 6 n  d e  e q u i l i b r i o  
' 1 
I - 
. II Cuando s e  p e r t u r b a  e s t e  e q u i l i b r i a ,  d i f s r s n t e s  t i g o s  de ondas st3 1 .  pueden p ropagar  a l o  l a r g o  d e l  eje  x.  Una s o l u c i 6 n  e x a c t a  d e  ( 1 . 5 0 )  , J 
es  l a  onda d e  A l f v i n  monocromdtica o i r c u l a r m e n t e  p o l a r i z a d a  d e  
a m p l i t u d  f  i n i t a  
B=A e x p ( i ( k x - d  t ) )  
v=-B; n = l ;  u=O 
' 1. c u y a  r e l a c i d n  d e  d i s p e r s i d n  e s  
P o r  o t r o  l a d o ,  si se l i n e a l i z a n  l a s  e c u a c i o n e s  ( 1 . 5 0 )  a l r e d e d o r  d e l  
e q u i l i b r i o  ( 1 5 1 )  se e n c u e n t r a n  t res  modos d e  o s c i l a c i o ' n  1 i n d e p e n d i s n t e r  : 1as ondas  d e  h l t v 6 n  c i r c u l a r m e n t e  p o l a r i z a d a s  
1 $ ' d e r e c h a  e i z q u i e r d a  y l a  onda s o n o r a  
I 
.a Supongamw e n t o n c e s  que  queremos d e s c r i b i r  una  s i t u a c i &  en  l a  que 
c o e x i s t e n  ondas  d e  ~ l f v e / n  d e  a m p l i t u d  f i n i t a  y ondas  s o n o r a s  d e  
.. . 
I _ .  
a. pequefia a m p l i t u d .  Podemos e n t o n c e s  d e s a r r o l l a r  p e r t u r b a t i v a ~ n a n t e  
1 ' .. . . ias d i s t i n t a s  magn i tudes  d e  l a  s i g u i e n t e  manera 
I - .  
. donde e s  una c a n t i d a d  pequeiia que mide l a  ampl i tud  d e  l a  onda 
s o n o r a .  For  o t r o  l a d o ,  G tambign mide e l  c o c i e n t e  e n t r e  las  
I d  . ' .  a m p l i t u d e s  d e  ambos t i p o s  d e  ondas .  S i  l a s  p e r t u r b a c i o n e s  p r e s e n t e s  
1 .  
I T  en e l  g a s  son predominantemente a l f v & n i c a s ,  es c o n v e n i e n t e  d e s c r i b i r  
I .  _11 
. . cl s i s t e m a  desde e l  r e f e r e n c i a l  de  Alfv6n.  Por  o t r o  l a d o ,  si 
' 1 .  es tamos i n t e r e s a d o s  en d e s c r i b i r  una s i t u a c i 6 n  en donde las  
I . *. 
p e r t u r b a c i o n e s  son  d e  l o n g i t u d  d e  onda l a r g a  (mucho mayores que  uno,  
en e l  s i s t e m a  d e  u n i d a d e s  e l e g i d o ) ,  a1 cambiar  d e  s i s t e m a  d e  
, - r e f e r e n c i a  s e  pueden c o n t r a e r  l a s  ooordenadaa segcn 
. T 
1 T donde 6 e s  una rnedida d e l  n h e r o  d e  onda d e  l a  per tu rbac io 'n  Y T 
d e s c r i b e  l a  va r i ac io 'n  t empora l  l e n t a  en  e l  s i s t e m a  d e  ~ l f v 6 n .  E s t a  
11 v a r i a c i d n  l e n t a  e s t a '  r e l a c i o n a d a  con e l  c o r r i m i e n t o  d e  l a  f r e c u e n c i a  
d e  l a s  ondas  de Alfvgn respecto de l a  relacio'n d = k  y es debido a 
l a  i n t e r a c c i 6 n  no l i n e a l  con l a s  ondas s o n o r a s  y a l a  d i s p e r s i 6 n .  
A 1  orden  ma's  b a j o ,  l a  d i s p e r s i d n  produce  un c o r r i m i e n t o  - 6 2 .  
I '  
1. Por  l o  t a n t o ,  p a r a  que 10s e f e c t o s  no  l i n e a l e s  puedan b a l a n c e a r  10s 
d e  l a  d i s p e r s i b n  es n e c e s a r i o  que e l l o s  tambi6n c o n t r i b u y a n  con un 
I )  : c a r r i m i e n t o  d e l  misrno o r d e n .  P a r a  que e l l o  o c u r r a  y  6 deben 
. s e r  i g u a l e s .  Ahora b i e n ,  s i  b i e n  l a  contracc io 'n  (1.58) es r a z o n a b l e  1 i 
3 p a r a  l a s  c a n t i d a d e s  a l fve ' f l ioas  (B y v ) ,  puede no s e r l o  p a r a  las  I .  v i n c u l a d a s  a  l a s  ondas  sonoras. Si i n s e r t a n o s  (1.58) en (1.50)  
1 
e s t a r e m o s  ' d e s c r i b i e n d o  , s o l a m e n t e  las  v a r i a c i o n e s  l e n t a s  en e l  
r e f e r e n c i a l  d e  ~ l f v 6 n  ( v a r i a c i a n e s  m6s r a p i d a s  quedan 
automgt icamente  i n t e g r a d a s )  . E s t a  aproximaci6n e s  l a  l lamada 
e s t 6 t i c a  en S a k a i  y Sonnerup (1983) donde 10s a u t o r e s  tambign 
a n a l i z a n  e l  c a s o  g e n e r a l .  L a  aproximaci6n e s t 6 t i c a  s i r v e  p a r a  
e s t u d i a r  i n e s t a b i l i d a d e s  d e l  t i p 0  modulac iona l .  Reemplazando ( 1 . 5 5 )  
y (1 .56)  en (1 .50 )  obtenemos l a s  s i g u i e n t e s  r e l a c i o n e s  
d e  donde s e  puede v e r  tambie'n que e s t a  aproximaci6n no s i r v e  p a r a  e l  
caso 1 Fina lmente  l a  ecuac i6n  d e  e v o l u c i 6 n  que  obtenemos p a r a  B 
es l a  e c u a c i d n  no l i n e a l  d e r i v a d a  d e  Schrisdinger (DNLS) que ,  en l a s  
coordenadas  o r i g i n a l e a  p e r 0  en e l  r e f e r e n c i a l  d e  ~ l f v 6 n ,  es d e  l a  
f orma 
donde q =  6 l /zB1/(2(Jl-  (sl)l/z), s es un s i g n o  (s=sig(l- (3 ) )  . E s t a  
ecuacio'n tambie'n g o s e e  una s o l u c i 6 n  d e  l a  forma ( 1 . 5 2 )  con A una 
ampl i tud  a r b i t r a r i a  y LJ y k r e l a c i o n a d o s  p o r  
q u e ,  en e l  c a s o  l i n e a l  (A=O en ( 1 . 5 9 ) ) ,  e s  l a  r e l a c i 6 n  d e  d i spe r s io /n  
I 
(1.53) en  e l  r e f e r e n c i a l  d e  Alfvdn d e s a r r o l l a d a  h a s t a  segundo o rden  
en k .  E s t o  s i g n i f i c a  que  l a  e c u a c i d n  ( 1 . 5 8 )  s i r v e  p a r a  d e s c r i b i r  
s i t u a c i o n e s  con d i s p e r s i 6 n  pequefia. Por  o t r o  l a d o  s i  s e  i n t r o d u c e  
l a  con t racc io 'n  (1 .56 )  s d l o  en  las e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i d n  d e  las 
v a r i a b l e s  a l f v e l n i c a s ,  p e r o  s e  mant ienen  las  coordenadas  o r i g i n a l e s  
p a r a  las s o n o r a s ,  s e  o b t i e n e  e l  sistema d e  e c u a c i o n e s  ( S a k a i  y 
Sonnerup,  19831, en  e l  r e f e r e n c i a l  o r i g i n a l  
q u e  es e l  e q u i v a l e n t e  d e  l a s  e c u a c i o n e s  d e  Zakharov p a r a  l a  
t u r b u l e n c i a  d e  Alfvefi .  Se puede o b s e r v a r  e n t o n c e s  q u e ,  si s e  
i n t r o d u c e  (1.56) en  ( 1 . 6 0 ) ,  l a s  d e r i v a d a s  t e m p o r a l e s  d e  n y u  no  
a p a r e c e n  a1 orden  d e s e a d o ,  d e  a h r  e l  nombre d e  ap rox imac idn  esta'tica 
p a r a  l a  DNLS. Recordemos q u e  l a  aproximaciofi  e s t g t i c a  r e d u c e  las 
e c u a c i o n e s  d e  Zakharov a l a  e c u a c i g n  NLS. 
z ,  . . . 
. , 
' I  - 
1 -  
La ecuacio'n DNLS tambign e s  i n t e g r a b l e  p o r  e l  m6todo d e  l a  
T E I .  S i n  embargo, e l  problema d e  a u t o v a l o r e s  a s o c i a d o  no  es e l  d e  
Zakharov-Shabat  ( 1 . 7 ) ,  s i n o  (Kaug y Newell .  1978) 
donde r=-sq*  y A e s  e l  a u t o v a l o r .  
S i n  embargo, d e f  i n i e n d o  
Q= q e x p ( - Z i p )  
R - 2  (rx+ i qr2 /2 )  e x p ( 2 i ~ )  
con 
w i = v i  e x p ( - i  I * )  
w 2 =  v 2  e x p ( i  )- ( i / 2 )  v i r  e x p ( i p )  /C" 
( 1 . 6 1 )  se c o n v i e r t e  en 
qua e s  justamente  el problema u s u a l  d e  a u t o v a l o r e s  ( 1 . 7 )  donde 
5 = A 2  es e l  a u t o v a l o r .  Las nuevas f u n c i o n e s  R y Q s a t i s f a c e n  l a s  
c o n d i c i o n e s  d e  i n t e g r a b i l i d a d  
i Qt- 2 QZR+ Qxx=O 
que s o n  e c u a c i o n e s  d e l  t i p 0  NLS per0 donde l a  r e l a c i o n  e n t r e  R y Q 
es 
en l u g a r  d e  R=-sQ*.  
Es f a c i l  d e m o s t r a r  que  ( 1 . 5 8 )  y l a  ecuacio'n c o r r e s p o n d i e n t e  p a r a  r 
son e q u i v a l e n t e s  a ( 1 . 6 8 ) .  E s t a  t r a n s f o r m a c i 6 n  n o s  p e r m i t e  u s a r  
t o d o s  10s r e s u l t a d o s  que  s e  d e r i v a n  p a r a  e l  problema d e  
Zakharov-Shabat comGn p a r a  l a s  v a r i a b l e s  R y Q .  Por o t r o  l a d o  es 
n e c e s a r i o  mencionar que  f u e  es ta  t r a n s f a r m a c i c h  l a  que  p e r m i t i 6  
i n t e g r a r  l a  DNLS en e l  t r a b a j o  d e  Kaup y N e w e l 1  (1978) .  En 
p a r t i c u l a r ,  l a  p r i m e r a  c o n s t a n t e  que  d a  e l  m6todo de l a  T E I  es 
L a  e c u a c i 6 n  DMLS posee  ademas l a s  c o n s t a n t e s  
que  no p r e d i c e  e l  m6todo d e  l a  T E I .  E l  p a r  formado p o r  l a  e c u a c i 6 n  
( 1 . 5 8 )  y l a  ( 1 . 7 0 )  puede p o n e r s e  como un p a r  d e  e c u a c i o n e s  d e  
Hamilton 
con e l  h a m i l t o n i a n o  H = 2 C i .  E l  c o r c h e t e  d e  P o i s s o n  y l a  
s i m p l e c t i c a  i m p l i c i t o s  en ( 1 . 7 4 )  son 
L a s  c o n s t a n t e s  d e  movimiento Cn con n21 pueden p o n e r s e  an f u n c i 6 n  
de 10s para'metros d e  d i s p e r s i 6 n  como 
- > 1.. , .  
donde L(Q-)=ar(d-y*).  L a  c o n t r i b u c i c h  d e  10s s o l i t o n e s  es similar 
a l a  d e l  c a s o  NLS ( v e r  e c u a c i t h  ( 1 . 1 9 ) ) .  
L a  ecuac idn  DNLS posee  d o s  s o l u c i o n e s  d e  t i p 0  s o l i t 6 n .  Ambas 
pueden p o n e r s e  como 
A e s t o s  s o l i t o n e s  s u e l e  l l a m ~ r s e l o s  c a r g a d o s ,  ya que poseen una  
dependenc ia  t empora l  e x p l i c i t a  ( e x p ( i 4 A d t ) )  en s u  s i s t e m a  d e  
r e f e r e n c i a .  
P a r a  10s d e l  p r imer  t i p 0  es 
( q 0 ( 2 ) ) 2 =  8 ~ l . 2  s e n 2  r / ( c o s h ( 4  A 2  sen-6(2-xo)  
2 
I p ( z ) =  vz/2- 3s j d z '  ( q  \2/4+ cf o  
. . -w 
6 '  
..f / 
y l a  v e l o c i d a d  
v= -4s  a 2 c o s  -6- 
Los p a r h e t r o s  a 2 y if s e  v i n c u l a n  c I d e  ( 1 . 8 7 )  s sgdn  
. Is, 1 %  n2;  a r g ( s  3 )= S T  
L a  c a n t i d a d  xo d e t e r m i n a  l a  p o s i c i 6 n  d e l  p  
\E o e s  una  f a s e  a r b i t r a r i a .  
Los s o l i t o n e s  d e l  segundo t i p o ,  
o b t i e n e n  d e  10s p r i m e r o s  tomando e l  l l ' m i  
r e s u l t a  
16  ~ 2 / ( 1 +  16 u ~ ( z - X O ) ~ )  
L .  
d o z ) )  Z =   A.2  / ( c o s h ( 4 ~ 2   -  ( 
G 
on 10s a u t o v a l o r e s  5 = A 2 
i c o  d e l  s o l i t 6 n  en  t = O  y 
l lamados  a l g e b r a i c o s ,  se 
te -64-rj- . De este mod0 
L a  e x p r e s i o n  p a r a  z )  e s  l a  misma d e  (1.80)  y l a  d e  l a  v e l o c i d a d  
E s t o s  s o l i t o n e s  son i n e s t a b l e s  y ,  f r e n t e  a  una pe r tu rbac io 'n ,  decaen 
en un s o l i t d n  d e l  p r imer  t i p 0  muy ancho ( -fzm) o  s e  d i s p e r s a n  como 
l a  componente d e  r a d i a c i g n  (Kaup y  N e w e l l ,  1978). Por  l o  t a n t o ,  d e  
a h o r a  en m g s ,  l lamaremos s o l i t o n e s  d e  l a  ecuacio'n DNLS s610 a 10s 
d e l  p r imer  t i p 0  ( s a l v o  en  un c a s o  p a r t i c u l a r  en que  l o  a c l a r a r e m o s  
. . e x p l f c i t a m e n t e ) .  
I - .  
I .  
A p a r t i r  d e  ( 1 . 7 7 )  y  (1.82)  puede o b t e n e r s e  l a  expresio 'n d e  
1 
l a s  c o n s t a n t e s  d e  movimiento Cn, n > l  p a r a  un s o l i t 6 n .  Usando 
( 1 . 7 3 )  y  l a  fdcrmula e x p l l ' c i t a  p a r a  un s o l i t 6 n  se puede d e t e r m i n a r  l a  
d e  Co. De e s t e  modo 10s v a l o r e s  d e  C o  y  Ci r e s u l t a n  
Co= 4s 3- 
CI= -4 ~ 2 s e n . d -  
ALGUNAS OBSERVACIONES DEL VIENTO SOLAR. 
E l  v i e n t o  s o l a r  e s  un l a b o r a t o r i o  n a t u r a l  donde pueden 
o b s e r v a r s e  g r a n  c a n t i d a d  d e  feno%enos i n t e r e s a n t e s  d e  l a  f l ' s i c a  d e l  
p lasma.  La p r e s e n c i a  d e  d i v e r s a s  sondas  e s p a c i a l e s  p e r m i t i 6  a  l o  
l a r g o  d e  10s aiios o b t e n e r  g r a n  v a r i e d a d  d e l  in fo rmac idn  s o b r e  10s 
' 1 p r o c e s o s  que  a l l i  s e  producen.  Una d e  l a s  c a r a c t e r r s t i c a s  d e l  
v i e n t o  s o l a r  es  l a  p r e s e n c i a  d e  f l u c t u a c i o n e s  d e l  campo magn6tic0,  
1 .  d e  l a  d e n s i d a d  y d e  l a  v e l o c i d a d ,  como s e  puede o b s e r v a r  en l a  
F i g u r a  2 ,  r e p r o d u c i d a  d e l  t r a b a j o  d e  Denskat y  Neubauer (1983). 
~ 1 . . .  
! 
f .  
Las o b s e r v a c i o n e s  s o b r e  f l u c t u a c i o n e s  s e  resumen mediante  e l  
I '  c 6 l c u l o  d e  f u n c i o n e s  d e  c o r r e l a c i 6 n  
I 
-,- donde H y G son d o s  c a n t i d a d e s  d e  i n t e r g s .  Generalmente se p r e s e n t a  I.-:: 
J , -  l a  t r a n s f o r m a d a  d e  F o u r i e r  d e  l a  f u n c i o n  d e  c o r r e l a c i 6 n  
. .  l lamada e s p e c t r o  d e  F o u r i e r .  E s t o s  e s p e c t r o s  son  f u n c i o n e s  r e a l e s  
8 ' , cis l a  P r e c v s n c i a  en e l  c a s o  d e  f u n c i o n e s  d e  a u t o c o r r e l a c i 6 n  ( H = G )  
I . p e r o ,  en e l  c a s o  g e n e r a l ,  son  c a n t i d a d e s  c o m p l s j a s .  S u e l e  e n t o n c s s  
I ' . . g r a f  i c a r s e  s u  m6dulo y eu f a s e  por  s e p a r a d o .  Ahora b i e n ,  las  r 
medic iones  hechas  con sondas  que  e s t h  u b i c a d a s  en un pun to  f i j o  
s 6 l o  pueden d a r  in fo rmac idn  a c e r c a  d e  f u n c i o n e s  d e  c o r r e l a c i 6 n  d e  l a  
I g .  Eorma RHO(O,T). Por  o t r o  l a d o ,  si l a  v e l o c i d a d  d e l  v i e n t o  vw e s  
I I - '  
I - mucho mayor que  l a s  v e l o c i d a d e s  c a r a c t e r l ' s t i c a s  d e  las  
I - 1 : p e r t u r b a c i o n e s  que  s e  propagan en  61,  puede s u p o n e r s e  gue  e s t a s  
p e r t u r b a c i o n e s  son  simplemente a r r a s t r a d a s  por  e l  v i e n t o .  En ese 
c a s o ,  l a s  c o r r e l a c i o n e s  en e l  s i s t e m a  d e l  observador y en e l  d e l  
v i e n t o  se pueden c o n e c t a r  mediante  ( J o k i p i i ,  1971) 
Figura 2 P r o p i e d a d e s  g e n e r a l e s  d e  las f l u c t u a c i o n e s  d e l  v i e n t o  
s o l a r  medidas p o r  l a  sonda H e l i o s  2 p a r a  d i s t a n c i a s  d e l  S o l  
comprendidas e n t r e  0.98 y 0.91  U . A .  ( a r r i b a )  y e n t r e  0.29 y 0.5 
U . A .  ( a b a j o ) .  Las  f i g u r a s  co r responden ,  d e  a r r i b a  h a c i a  a b a j o ,  a :  
f l u c t u a c i o n e s  n o r m a l i z a d a s  d e  i n t e n s i d a d  d e  campo magne'tico, d e  una  
componente d e  campo magngtico y d e  d e n s i d a d  de p r o t o n e s ;  v e l o c i d a d  
media y v a l o r e s  a b s o l u t o s  d e  10s c o e f i c i e n t e s  d e  cor re lac io 'n  entree, 
B y v . L a s  d i s t a n c i a s  e s t g n  medidas en u n i d a d e s  a s t r o n 6 m i c a s  (1 
U . A . =  1 .5  1013 cm). ( F i g u r a  r e p r o d u c i d a  d e l  t r a b a j o  d e  Denskat y 
Neubauer,  1983). 
donde las  c a n t i d a d e s  pr imadas  son las  medidas en e l  s i s t e m a  d e l  
v i e n t o ,  X3 e s  l a  coordenada  e s p a c i a l  a  l o  l a r g o  d e  l a  d i recc io 'n  d e  
p ropagac i6n  ( d i r e c c i 6 n  d e  va ) y PHO e s  e l  e s p e c t r o  en e l  s i s t e m a  
d e l  o b s e r v a d o r .  
Las P l u c t u a c i o n e s  d e l  campo magngtioo son  medidus i n  s i t u  y  
10s e s p e c t r o s  son automa/ticamente computados. En t o d o s  10s c a s o s  
e s t o s  e s p e c t r o s  p r e s e n t a n  un comportamiento s i m i l a r  ( v e r  F i g u r a  3 d e  
e s t a  t e s i s  o  F i g u r a  3  d e  J o k i p i i ,  1971) :  son  p r 6 c t i c a m e n t e  
c o n s t a n t e s  p a r a  v a l o r e s  d e  f r e c u e n c i a  o  nGmeros d e  onda b a j o s  ( l a  
f r e c u e n c i a  $ y e l  numero d e  onda k  s e  v i n c u l a n  seg6n l a  l e y  
2 $ =vwk)  y luego  d e c r e c e n  s i g u i e n d o  una l e y  d e  p o t e n c i a s  P- k-s 
con ~ $ 2 .  E s t e  cambio d e  comportamiento p a r a  un v a l o r  ka d e  n6mero 
d e  onda mues t ra  l a  e x i s t e n c i a  d e  una e s c a l a  e x t e r n a  IJ l / k r .  E l  
i n d i c e  e s p e c t r a l  s que rnejor a j u s t a  l a s  o b s e r v a c i o n e s  c r e c e  con l a  
d i s t a n c i a  a l  S o l .  Las medic iones  d e l  E x p l o r e r  33 a n a l i z a d a s  en 
Denskat  y B u r l a g a  (1977)  y las d e  H e l i o s  2 en Denskat y Neubauer 
(1983)  muest ran  que  s v a r i a  e n t r e  1 . 5 9  y 1 . 8 9  a una d i s t a n c i a  d e  
0 . 9 7  U.A. (1 U.A.=l.5 l0ekm) y  e n t r e  0 .87  y 1 . 1 5  a  0 .29  U.A. con 
una i n c e r t e z a  d e  20 .12 .  De t o d o s  modos, 10s a u t o r e s  p u n t u a l i z a n  que 
l a  l e y  d e  p o t e n c i a s  no e s  l a  que mejor a j u s t a  las o b s e r v a c i o n e s  a 
0.29 U.A. E l  rango d e  f r e c u e n c i a s  a  l o  l a r g o  d e l  c u a l  e l  e s p e c t r o  
s i g u e  e s t a  l e y  a b a r c a ,  genera lmente ,  d o s  d r d e n e s  d e  magnitud ( v e r  
Figura 3 ) .  Para valores ds freouenois  antre 2 10-a a-1 y der/2lT 
e s  s .J 1 . 7  y ,  p a r a  f r e c u e n c i a s  mayores que  &i e l  i n d i c e  c r e c e  a& 
2-n- 
3 :oS 
- . N "'I t 
: 10'1 
.= 
- * 1o.f 
Figura 3 E s p e c t r o s  d e  F o u r i e r  d e  
l a s  componentes y d e l  m6dulo d e  l a s  
f l u c t u a c i o n e s  d e  campo magngtico 
p a r a  d i s t i n t a s  d i s t a n c i a s  a1 S o l  
( 0 . 2 9  y 0.97  U . A . ) .  Los d a t o s  
f u e r o n  tornados con l a  sonda H e l i o s  
2 en r e g i m e s  d e  a l t a  v e l o c i d a d .  
( F i g u r a  r e p r o d u c i d a  d s l  t r a b a j o  d e  
BurLaga y Neubauer,  1983). 
FREQUENCY (Hz) 
Figura 4 E s p e c t r o  d e  F o u r i e r  d e  
d e n s i d a d  e l e c t r d n i c a  u n i d i m e n s i o n a l  
deduc ido  a p a r t i r  d e  experimenQs 
d e  c e n t e l l e o  i n t e r p l a n e t a r i o  
realizadoa por l a  sonda Viking. 
Tambign s e  i n c l u y e n  medic iones  i n  
s i t u  d e  las  P i o n e e r  6 y Ogo 5. Las  
v e l o c i d a d e s  d s l  v i e n t o  s o l a r  u s a d a s  
p a r a  i n t e r p r e t a r  e s t o s  e s p e c t r o s  
e s t d n  i n d i c a d a s .  
. - 
m a ' s  ( s  -3) independ ien temente  d e  l a  d i s t a n c i a  a1 S o l  (Denskat  y 
Neubauer,  1983) .  
La in fo rmac i6n  s o b r e  e l  e s p e c t r o  d e  f l u c t u a c i o n e s  d e  d e n s i d a d  
genera lmente  s e  o b t i e n e  en forma i n d i r e c t a  usando l a  te 'cn ica  d e l  
c e n t e l l e o  i n t e r p l a n e t a r i o  (ISP). Todo l o  que  se puede d e t e r m i n a r  a 
p a r t i r  d e  es ta  t 6 c n i c a  e s  un modelo d e  e s p e c t r o  que  a j u s t e  las  
o b s e r v a c i o n e s ,  p e r 0  no una medicidn d i r e c t a  d e l  mismo. En Woo y 
Armstrong (1979)  ( v e r  F i g u r a  4 )  s e  mues t ra  que  p a r a  d i s t a n c i a s  d e l  
S o l  mayores que  0 .09  U . A .  e l  e s p e c t r o  u n i d i m e n s i o n a l  puede a j u s t a r s e  
a  una  l e y  d e  p o t e n c i a s  en e l  rango 10-4 a 5  10-2 H Z .  E l  r n d i c e  
e s p e c t r a l  medio e s  1 - 6 5  y  l a  v e l o c i d a d  d e l  v i e n t o  s e  supone 
vw=350km/seg. P a r a  d i s t a n c i a s  menores,  e l  e s p e c t r o  puede modelarse  
con una Gnica l e y  d e  p o t e n c i a s  s o b r e  e l  rango 10-3-10 Hz p e r o  con 
un i n d i c e  menor ( ~ ~ 1 . 1 ) .  R e s u l t a d o s  p o s t e r i o r e s  ( S c o t t  e t  a l ,  
1983a)  muest ran  que  e l  e s p e c t r o  e n t r e  0 .27  y  0 .47  U . A .  s i g u e  una 
l e y  d e  p o t e n c i a s  con f n d i c e  s = 1 . 0 + 0 . 5  s o b r e  e l  ranpo d e  n tmeros  d e  
onda 0.002-0.0016 km-1 y  que luego  se hace  m a ' s  pronunciado 
( s = 1 . 7 + 0 . 3 )  p a r a  ndmeros d e  onda e n t r e  0 .016  y 0 . 0 5  km-1. Otras 
o b s e r v a c i o n e s  que  se e x t i e n d e n  a v a l o r e s  mayores d e  f r e c u e n c i a  
( S c o t t  e t  a l .  1983b) tambign muest ran  que una l e y  d e  p o t e n c i a s  
quebrada  e s  l a  que  mejor  d e s c r i b e  e l  e s p s c t r o  d e  d e n s i d a d  s u g i r i e n d o  
l a  p r e s e n c i a  d e  una e s c a l a  i n t e r n a  ,, l / k i .  P a r a  d i s t a n c i a s  e n t r e  
0 . 1 9  y 0 . 3 3  U . A .  e l  exponente  toma una v a l o r  3 .020 .5  en e l  rango 
0 . 0 3  km- l<k<0 .3  km-1. Las e s c a l a s  i n t e r n a  y  e x t e r n a  de te rminan  e l  
rango s o b r e  e l  c u a l  l a  l e y  d e  p o t e n c i a s  es v g l i d a .  Aun buanda no 
e x i s t e n  d a t o s  c o n f i a b l e s  d e  l a  dependenc ia  r a d i a l  d e  l a  e s c a l a  
e x t e r n a  un modelo d e s a r r o l l a d o  r e c i e n t e m e n t e  (Armand e t  a l ,  1987) 
s u g i e r e  que  ambas e s c a l a s  c r e c e n  con l a  d i s t a n c i a  a 1  $01. 
A p a r t i r  d e  e s t e  t i p o  d e  o b s e r v a c i o n e s  l o g r a r o n  i d e n t i f i c a r s e  
/ 1 an e l  v i e n t o  s o l a r  ondas  d e  ~ l f v &  d e  ampl i tud  f i n i t a  propagandose 
en d i r e c c i 6 n  o p u e s t a  a1 S o l  ( B e l c h e r  e t  a l . ,  1969; B e l c h e r  y Davis ,  
1971).  Se supone que estas ondas son g e n e r a d a s  c e r c a  d e l  S o l  
( B e l c h e r ,  1972) y luego  a r r a s t r a d a s  p o r  e l  v i e n t o .  En e l  p r i m e r ~  d e  
10s t r a b a j o s  c i t a d o s  m a ' s  a r r i b a  s e  m o s t r 6  que  e r a n  e s t a s  ondas  las  
que dominaban l a  m i c r o e s t r u c t u r a  ( e e c a l a s  e a r a o t e r i ~ t i c a s  LM< 1. 0 .O1 
3 U . A . )  d e l  medio i n t e r p l a n e t a r i o .  La p r e s e n c i a  d e  e s t o s  l a r g o s  
p e r i o d o s  a l f v 6 n i o o s  d i o  l u g a r  a  l a  e laborac io 'n  d e  modelos l i n e a l e s .  
S i n  embargo, a n 6 l i s i s  p o s t e r i o r e s  (Mat thaeus  y G o l d s t e i n ,  1983) 
most ra ron  una a l t a  p r o b a b i l i d a d  d e  que  s e  e s t u v i e r a n  produciendo 
f e d m e n o s  t u r b u l e n t ~ ~ .  E x i s t e n  o t r o s  d o s  e s c e n a r i o s  p a r a  e s t u d i a r  
e s t o s  fen6menos (Mat thaeus  y G o l d s t e i n ,  1983). Uno d e  e l l o s  
c o n s i s t e  en suponer  que 10s p r o c e s o s  t u r b u l e n t o s  no e s t c n  
1 @ d i r e c t a m e n t e  a c o p l a d o s  a  10s v a l o r e s  medios d e  10s campos d e l  v i e n t o  
. . 
s o l a r .  La t u r b u l e n c i a ,  d e  e s t e  modo, seria  e s t u d i a d a  en forma 
i n d e p e n d i e n t e  d e  o t r o s  p r o c e s o s .  E l  t e r c e r  e s c e n a r i o  supone l a  
[I' . i n t e r a c c i b n  d e  las  f l u c t u a c i o n e s  con 10s g r a d i e n t e s  d e  10s campos o  
9 :  con e s t r u c t u r a s  o r g a n i z a d a s ,  t a l e s  como nubes  magngt icas  o  
c o r r i e n t e s  d e  a l t a  v e l o c i d a d .  En e s t e  c a s o  deberl 'a e l a b o r a r s e  un 
a n o d e l o  a u t o c o n s i s t e n t e  que t u v i e r a  en c u e n t a  t o d o s  10s p r o c e s o s  a  l a  
II( v e z .  E l  mode10 que  se  d i r r c u t i r a '  en e s t a  t e s i s  esta' enouadrado 
d e n t r o  d e l  segundo g rupo .  
11. METODO DE RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION NO LINEAL DERIVADA 
DE SCHRODINGER. 
En una s e r i e  d e  t r a b a j o s  p u b l i c a d o s  e n t r e  1975 y 1977 
(Ablowi tz  y Ladik ,  1975, 1976a, 1976b, 1977) Ablowitz y Ladik  
e x t e n d i e r o n  l a  t e o r c a  d e  l a  TEI a1 c a s o  d e  e c u a c i o n e s  no l i n e a l e s  en 
d i f e r e n c i a s  f i n i t a s .  E s t a  g e n e r a l i z a c i o ' n  e s  p a r t i c u l a r m e n t e  G t i l  
p a r a  l a  e laborac io 'n  d e  esquemas d e  in tegrac io 'n  num6rica d e  
e c u a c i o n e s  i n t e g r a b l e s  p o r  e l  mgtodo d e  l a  T E I .  Tales esquemas 
numer icos  mantienen l a s  p r i n c i p a l e s  p r o p i e d a d e s  d e  l a  ecuac i6n  
o r i g i n a l .  E l  proced imien to  es p a r a l e l o  a 1  d a s c r i p t o  en l a  
in t roduccio 'n  p a r a  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  no l i n e a l e s .  Se 
propone un problema d e  a u t o v a l o r e s  d i s c r e t o  
donde n  s e  r e f i e r e  a1 punto  d e  g r i l l a  e s p a c i a l  y m a 1  t empora l ,  z 8s 
e l  a u t o v a l o r ,  vi y vz son las a u t o f u n c i o n e s  y R n m ,  Q n m ,  Snm, 
Trim son 10s p o t e n c i a l e s .  Se avanzan l a s  a u t o f u n c i o n e s  en e l  t iempo 
segGn 
y se f u e r z a  l a  r e l a c i 6 n . d e  c o n s i s t e n c i a  
son 10s o p e r a d o r e s  d e  desp lazamien to  e s p a c i a l  y t empora l  
r e s p e c t i v a m e n t e .  F ina lmente  s e  d e s a r r o l l a n  l a s  c a n t i d a d e s  Ann, B n m  
Cnm, Dnm en p o t e n o i a s  d s  z y 1 / ~ ,  se reemplazan en ( 2 . 1 )  y ( 2 . 2 )  
imponiendo l a  condicio'n ( 2 . 3 )  y s e  i g u a l a n  tBrminos con i g u a l  
p o t e n o i a  d e  z .  Eato e s t a b l e c e  r s l a c i o n s s  e n t r e  A n m ,  Bn*, Cram 
D n m  y 108 p o t e n c i a l e s  y d e t e r m i n a  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  que  
deben s a t i s f a c e r  e s t o s  Gl t imos  p a r a  cumpl i r  con ( 2 . 3 ) .  E l i g i e n d o  
d i s t i n t o s  d e s a r r o l l o s  p a r a  An, Bn, C n  y Dn s e  o b t i e n e n  d i s t i n t a s  
e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  no l i n e a l e s .  S igu iendo  e s t e  p r o c e d i m i e n t o  
Taha y Ablowitz (Taha y Ablowitz ,  1984a) o b t u v i e r o n  l a s  v e r s i o n e s  
d i s c r e t a s  d e  l a s  e c u a c i o n e s  NLS, KdV y MKdV que luego  u s a r o n  (Taha y 
Ablowitz ,  1984b, 1984c)  p a r a  s u  i n t e g r a c i h  numdrica.  L a  d i f e r e n c i a  
p r i n c i p a l  e n t r e  l a s  e x p r e s i o n e s  que s e  d e r i v a n  por  e s t e  mdtodo y las 
que s e  o b t e n d r i a n  e s c r i b i e n d o  d i r e c t a m e n t e  l a  ecuac i6n  o r i g i n a l  en  
d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  r a d i c a  en  l a  forma que  toman 10s tb rminos  no 
l i n e a l e s .  E s  p o r  l o  t a n t o  c r u c i a l  que  e s t o s  tg rminos  e s t 6 n  
s x p r e s a d o s  d e  una de te rminada  manera p a r a  que  e l  esquema mantenga 
l a s  p r o p i e d a d e s  p r i n c i p a l e s  d e  l a  ecuacio'n o r i g i n a l .  
Ahora b i e n ,  e l  hecho d e  que  e l  problema d e  a u t o v a l o r e s  p a r a  
La ecuac ion  DMLS sea ( 1 . 6 1 )  en l u g a r  d e  ( 1 . 7 )  hace que  e l  m6todo no 
pueda s e r  a p l i c a b l e  d i r e c t a m e n t e .  Por o t r o  l a d o ,  las e c u a c i o n e s  d e  
e v o l u c i 6 n  p a r a  r y q se o b t i e n e n  a p a r t i r  d e  10s tg rminos  d e  o rden  
( d e b i d o  a  l a  p r e s e n c i a  d e l  f a c t o r  A f r e n t e  a  10s p o t e n c i a l e s  
en ( 1 . 6 1 ) ) ,  m i e n t r a s  en e l  c a s o  m a ' s  s i m p l e  p rov ienen  d e l  orden >a, 
hecho que  i n t r o d u c e  c i e r t a  a s i m e t r j a  en e l  prablema y no r e s u l t a  
c l a r o  co'mo puede remov6rse la .  S i n  embargo y a  vimos en l a  
in t roducc io f i  que e s  p o s i b l e  d e f i n i r  nuevas  v a r i a b l e s  R y Q 
( ( 1 . 6 2 ) - ( 1 . 6 3 ) )  p a r a  l a s  que e l  problema d e  a u t o v a l o r e s  e s  e l  u s u a l  
Decidimos e n t o n c e s  u s a r  e l  esquema d e s c r i p t o  a n t e r i o r m e n t e  
p a r a  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  d e  R y Q. Como l a s  e c u a c i o n e s  p a r a  
R y Q son a n g l o g a s  a  l a  ecuac idn  MLS, e l  d e s a r r o l l o  d e l  mBtodo que 
l l e v a  a  l a  obtencio'n de  l a  e x p r e s i d n  en d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  tambibn 
l o  e s .  La Gnica d i f e r e n c i a  r a d i c a  en que l a  re lac io 'n  e n t r e  R y Q e s  
( 1 . 6 9 )  en e l  p r e s e n t e  c a s o  y R=-sQ* p a r a  l a  HLS. A p a r t i r  d e  e s t o s  
r e s u l t a d a s  es i n m e d i a t a  l a  o b t e n c i d n  de r y  q .  S i g u i e n d a  a Taha y 
Ablowitz (1984a) ,  e l eg imos  Tnm=Snm=O y 
Luego impusimos l a  r e l a c i c h  d e  c o n s i s t e n c i a  ( 2 . 3 )  y obtuvimos l a  
vers io 'n  d i s c r e t a  d e  l a  ecuacio'n d e  evolucio'n p a r a  Q .  S i  en  e l  
l c m i t e  l i n e a l  tomamos 
l a  ecuac i6n  d e  e v o l u c i 6 n  r e s u l t a  
que  e s  similar a  l a  ecuac i6n  ( 2 . 8 )  d e  Taha y Ablowitz (1984a), p e r o  
donde Rn no e s t <  reemplazado por  Qn*. E l  problema en este  c a s o  es 
que l a  r e l a c i d n  e n t r e  R y Q e s  no l i n e a l  y e l  m6todo no nos  d i c e  
cdmo debe  s e r  e s c r i t a .  S i n  embargo, como en l a  v e r s i 6 n  d i s c r e t a  d e  
( 1 . 7 )  e l  t6"rmino qv se reemplaza  p o r  Q>;, e leg imos  
Probarnos el metodo para distintos Qasos Gon s=&l. Por  
s i m p l i c i d a d  se e l i g i d  un esquema l o c a l  (que  es e q u i v a l e n t e  a h a c e r  
P n = l ,  "S='~;:O en ( 2 . 6 ) )  y c o n d i c i o n e s  d e  c o n t o r n o  p e r i d d i c a s  con 
2N+1 p u n t o s  d e  g r i l l a  (niN). P a r a  r e s o l v e r  ( 2 . 6 )  s e  us6  e l  
a l g o r i t m o  e x p l i c a d o  en l a  Secc i6n  2 d e  Taha y Ablowitz (1984b) .  Las  
d n i c a s  d i f a r e n c i a a  con lae f6rmulaa slli swcritae radioan en la  
expresio 'n p a r a  R y en e l  s i g n o  d e  l a  c a n t i d a d  & = - 2 i ( ( d x ) e / a t ) .  
E s t o  6 l t i m o  s e  debe  a que n u e s t r a  ecuac i6n  d i f i e r e  en  e l  s i g n o  d e l  
t g r m i n o  d i s p e r s i v o  con l a  q u e  se  r e s u e l v e  en  esa r e f e r e n c i a .  E l  : ;I 
a l g o r i t m o  e l e g i d o  p o s e e  d o s  esquemas i t e r a t i v o s ,  uno d e n t r o  d e l  
o t r o .  La i t e r a c i d n  e x t e r n a  es t6  r e l a c i o n a d a  con e l  hecho  d e  q u e  l a  
e x p r e s i d n  ( 2 . 6 )  e s  a l t a m e n t e  i m p l c c i t a  y c o n t i e n e  te ' rminos no  
l i n e a l e s  con v a l o r e s  d e  Qn en  e l  nuevo i n s t a n t e  ( m + l ) .  En e l  p r i m e r  
p a s o  tomamos Q n m + l = Q n m .  La i t e r a c i 6 n  i n t e r n a  e s t a '  r e l a c i o n a d a  con 
e l  mdtodo ampleado p a r a  r e s o l v e r  e l  s i s t e m a  l i n e a l  e n  e l  nuevo 
i n s t a n t e ,  ya q u e  no  i n v e r t i m a s  l a  r n a t r i z  e i n o  q u e  usamoa un 
p r o c e d i m i e n t o  i t e r a t i v o  p a r a  o b t e n e r  10s v a l o r e s  d e  Qnm' l  en  10s 
d i f e r e n t e s  p u n t o s  d e  g r i l l a .  P a r a  ambas i t e r a c i o n e s  se u t i l i z 6  e l  
mBtodo d e  Crank-Nicholson  p a r a  l a  ecuacio'n d e l  c a l o r  (Taha  y 
A b l o w i t z ,  1984b). S i  i d e n t i f i c a m o s  con e l  s u p r a r i d i c e  j l a  
i t e r a c i o 5  e x t e r n a ,  t o d o  e l  p r o c e d i m i e n t o  se  d e t i e n e  cuando 
\ I ,  Q ~ + I , J + ~  \ / I ~ m + l - j  < t o l e r a n c i a  
v\ n n 
y c o n s i d e r a m o s  a1 v a l o r  Q m n + l . d + l  coma l a  soluci6n aproximada  p a r a  
e l  i n s t a n t e  t = ( m + l )  ~t y l a  p o s i c i 6 n  x = n a x .  E I  a l g o r i t m o  r e q u i e r e  
un v a l o r  pequeiio d e l  c o o i e n t s  A = ( U x ) z / A t  p e r o  p e r m i t e  l a  
u t i l i z a c i o ' n  de  p a s o s  t e m p o r a l a s  r e l a t i v a m e n t e  l a r g o s .  
p r o p i e d a d  es  p a r t i c u l a r m e n t e  G t i l  y h a c e  q u e  es t e  m6todo sea ma ' s  
e f e c t i v o  q u e  e l  q u e  r e s u e l v e  l a  t r a n s f o r m a d a  d e  F o u r i e r  d e  l a  
ecuacio 'n  DNLS ( S p a n g l e r  e t  a l ,  1985,  S p a n g l e r ,  1985)  p u e s  r e q u i e r e  
menor c a p a c i d a d  d e  co'mputo. Todas  las s i m u l a c i o n e s  q u e  d i s c u t i r e m o s  
en  e s t e  c a p f t u l o  f u e r o n  h e c h a s  p a r a  N=500 y / \ t 5 0 . 2 .  
- 
Usamos e l  c o d i g o  p a r a  i n v e s t i g a r  d o s  t i p o s  d e  c o n d i c i o n e s  
% 
i n i c i a l e s .  En ambas es  Q ( x , O ) = q ( x , O ) e x p ( i s  d x a \ q ( x ' ~ O ) \  '1- E s t a s  
-00 
s o n  
i .  ~ o l u c i & n  d e  un s o l i t & ,  d a d a  p o r  ( 1 . 7 8 - 1 . 8 1 )  
ii .  Onda p l a n a  modulada 
donde  I\ es l a  l o n g i t u d  d e  onda ,  Ao l a  a m p l i t u d  y * l a  l o n p i t u d  d e  
modulaciofi  d e l  e n v o l t o r i o  g a u s s i a n o .  
E l  c 6 d i g o  p r e s e r v a  l a  i d e n t i d a d  d e  10s s o l i t o n e s  como se 
puede  v e r  en  l a  F i g u r a  5,  donde se  o b s e r v a  l a  e v o l u c i c h  d e  d o s  
s o l i t o n e s  d e  v e l o c i d a d  v=0.5 y d i f e r e n t e  a m p l i t u d .  Tambie'n m a n t i e n e  
l a s  simetrias d s  l a  ecuacio 'n .  P o r  e j emplo ,  cambia r  s p o r  -s en  
( 1 . 5 8 )  es  e q u i v a l e n t e  a cambia r  x p o r  -x.  P o r  l o  t a n t o  d e b e  
c u m p l i r s e  
donde  q+ c o r r e s p o n d e  a l a  so luc io 'n  d e  l a  DNLS con s=l y q-  a l a  
d e  s=-1. E s t a  p r o p i e d a d  se m a n t i e n e ,  s e g h  se v e  en  l a  F i g u r a  8,  
donde  s e  m u e s t r a  l a  e v o l u c i 6 n  t e m p o r a l  p a r a  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  d e  
l a  forma ( 2 . 9 )  con Ao=Q.6 y 1 = 1 4  en  ambos c a s o s  p e r 0  con d i s t i n t o  
signo d e  3 . Cambiar e l  s i g n 0  d s  X en  ( 2 . 9 )  e s  e q u i v a l e n t e  a 
carnbiar  e l  s i g n o  d e  x en  l a  ecuacio'n d e  evoluc io 'n .  La F i g u r a  5 a  
c o r r e s p o n d e  a X = 5  y s=l y l a  5b a A=-5 y s=-1. 
F i g u r a  5 Se m u e s t r a  l a  e v o l u c i 6 n  d e  \ q ( x ,  t ) \  p a r a  una c o n d i c i 6 n  
i n i c i a l  t i p 0  s o l i t d n  ( 1 7 8 ) - ( 1 . 8 1 )  ( a )  co r responde  a -6= ~ / 4 ,  
0 2 =  2/8, s=-1. La v e l o c i d a d  d e  propagacio'n es v=0.5 ,  A t z 0 . 2 ,  
~ x = 0 . 1 2 ,  2N=500. ( b )  cor responde  a - 6 = r / 0 ,  b 2 = 0 . 1 3 5 3 ,  s=-1. 
La v e l o c i d a d  d e  propagacidn e s  v=0 .5 ,  A t = 0 . 2 ,  Ax=0.36,  2N=500. 
F i g u r a  6 S e  mues t ra  l a  evolucio'n d e  \ q ( x ,  t ) l  p a r a  una c o n d i c i g n  
i n i c i a l  d e  l a  forma ( 2 . 9 )  con Ao=0.6 y R = 1 4 .  ( a )  co r responde  a 
s=l  y A =5. ( b )  cor responde  a s=-1 y A =-5.  Se o b s e r v a  q u e  
( q t i t ( x , t ) l = l q b ( - x , t ) ~  y ,  por  l o  t a n t o ,  10s cambios x 9 - x  y s-t-s 
s o n  a q u i v a l e n t e s .  n alnbos c a w s  es Qt=Q.Z, Ax=D.2, 2N=500. 
E l  c d d i g o  m a n t i e n e  tambiBn 10s v a l o r e s  d e  las c o n s t a n t e s  d e  
movimien to  d e  l a  DNLS. S e  c o n t r o l a r o n  las v a r i a c i o n e s  d e  Co Y C i  Y 
e'stas nunca  e x c e d i e r o n  e l  5%. La c o n s e r v a c i d n  es  mejo r  p a r a  10s 
s o l i t o n e s  que p a r a  l a s  o n d a s  p l a n a s  moduladas  d e  l a  fo rma  ( 2 . 9 ) .  En 
e s t e  c a s o  e l  compor t amien to  es d i s t i n t o  segu'n c u 6 l  sea e l  s i g n o  d e  
l a  c o n s t a n t e  CI ( l a  r a z d n  s e  comprenderg  me jo r  en  e l  c a p i t u l o  
s i g u i e n t e ) .  P a r a  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  con  v a l o r e s  n e g a t i v o s  d e  
Ci 10s errores  c r e c e n  h a s t a  q u e  e l  p u l s o  aumenta  s u  a m p l i t u d  a1 
ma'ximo y d i s m i n u y e  s u  l o n g i t u d  c a r a c t e r g s t i c a  a1 ml'nimo. En ese 
momento, e l  nGmero d e  i t e r a c i o n e s  e x t e r n a s  ( I T )  n e c e s a r i o  p a r a  u n a  
t o l e r a n c i a  d e l  I%, a l c a n z a  s u  v a l o r  ma'ximo. Luego IT  se  m a n t i e n e  
c o n s t a n t e  ( I T = 2 , 3 )  m i e n t r a s  10s e r r o r e s  p r i m e r 0  d i sminuyen  y 
aumentan mon6tonamente a 1  f i n a l .  P a r a  v a l o r e s  d e  C1 p o s i t i v o s ,  
10s e r r o r e s  en l a s  c o n s t a n t e s  c r e c e n  mon6tonamente d e s d e  e l  
p r i n c i p i o  m i e n t r a s  IT  se  m a n t i e n e  c o n s t a n t e .  En es t e  c a s o  10s 
e r r a r e s  s o n  mayores  q u e  p a r a  C i < 0 .  Los  e r r o r e s  e n c o n t r a d o s  dependen  
d e l  p a s o  d e  i n t e g r a c i o ' n  t e m p o r a l  ( a t ) ,  d e l  tamafio de  l a  g r i l l a  
e s p a c i a l  ( A x )  y d e l  c o c i e n t e  h. S i  de j amos  A t  f i j o  y d i s m i n u i m o s  
A x ,  e l  v a l o r  d e  A- d i s m i n u y e  y  l a  c o n s e r v a c i 6 n  d e  Co y  C i  es  
m e j o r .  E s t e  m e j o r a m i e n t o  es  m 6 s  e v i d e n t e  en  l a  c o n s e r v a c i o 5  d e  
C o .  S i  d e j a m o s  x  f i j o  y  aumentamos !l t ,  l a  c o n s e r v a c i 6 n  d e  Co 
empeora .  En cambio ,  c o m o h d i s m i n u y e ,  10s e r r o r e s  en  C i  se  r e d u c e n  
l e v e m e n t e  y  s 6 l 0  aumentan cuando  IT  c r e c e .  Suponemos q u e  esta 
s e n s i b i l i d a d  d i f e r e n t e  d e  Co y CI es d e b i d a  a q u e  C i  es  l a  primera 
c o n s t a n t e  q u e  e l  mdtodo d e  l a  T E I  p r e s c r i b e .  E l  a l g o r i t m o  numgr ico  
se basa e n  l a  i n t e g r a c i d n  de l a  ecuaeio'n por d i o h o  m6todo y 8610 
e n t r a  e l  c o c i e n t e  A en  e l  c i l c u l o  d e  Q ( n u e v o )  e n  funcio 'n  d e  
Q ( v i e j 0 ) .  Por  l o  t a n t o ,  l a  c o n s e r v a c i 6 n  d e  CI s e  ve ma's a f e c t a d a  
por  v a r i a c i o n e s  en  4 m i e n t r a s  que Co e s  s e n s i b l e  a  v a r i a c i o n e s  d e  
A x  y A t  p o r  s e p a r a d o .  De t o d o s  modos, cuando e l  nu'mero d e  
i t e r a c i o n e s  I T  s e  hace  muy g r a n d e  d e b i d o  a que e l  paso  d e  
in tegrac io 'n  t empora l  tambieft l o  e s ,  Ci varl'a en menor medida c u a n t o  
menor sea A t .  
La adaptacio 'n d e l  a l g o r i t m o  o r i g i n a l  d e  Taha y  Ablowitz (1984a) 
p a r a  l a  ecuac idn  DNLS que p r e s e n t m o s  en e s t e  oapl ' tulo f u e  g u b l i c a d a  
por  l a  a u t o r a  d e  e s t a  tesis y C. F e r r o  Font& en las  r e f e r e n c i a s  
(1988a)  y  (1988b) ,  j u n t o  con 10s r e s p e c t i v o s  e s t u d i o s  nume'ricos 
s o b r e  l a  formaci6n d e  t r e n e s  d e  s o l i t o n e s  d e  Alfvgn,  tema d e l  
I - 
1 pr6ximo c a p i t u l o  . 
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En e l  momento d e  comenzarse e s t e  t r a b a j o ,  s i m u l a c i o n e s  
numgricas  d e  l a  ecuac idn  DNLS (Spang le r  e t  a l . ,  1985) p a r a  una 
c o n d i c i 6 n  i n i c i a l  d e  l a  forma (2.9), no a lcanzaban  a e v i d e n c i a r  l a  
formacibn d e  s o l i t o n e s .  E l  comportamiento o b t e n i d o  e r a  muy 
s i n g u l a r .  Dependiendo d e l  s i g n o  d e l  tdrmino no l i n e a l  y d e l  
d i s p e r s i v o ,  e l  p u l s o  c o l a p s a b a  o  b i s n  s e  enaanchaba d ispersa 'ndose  
con e l  t iempo.  E s t a  6 l t i m a  s i t u a c i 6 n  p o d i a  d e b e r s e  a  l a  a u s e n c i a  d e  
a u t o v a l o r e s  d i s c r e t o s  en l a  t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  ( 1 . 6 1 )  P e r o ,  
L q u 6  s i g n i f i c a b a  e l  ~ o l a ~ s o ? ~ ~ r e c e d e r < a  a l a  formacio'n d e  s o l i t o n e s ?  
Algo que  r e s u l t a b a  c l a r o  e r a  l a  n e c e s i d a d  d e  c o n t i n u a r  las 
s i m u l a c i o n e s  numgricas  mas a l l 6  d e l  i n t e r v a l 0  t empora l  r e l a t i v a m e n t e  
r e d u c i d o  usado en l a  r e f e r e n c i a  c i t a d a  a n t e r i o r m e n t e .  Pues b i e n ,  
s i m u l a c i o n e s  numgricas  a p a r e c i d a s  con p o s t e r i o r i d a d  ( S p a n g l e r ,  1985) 
mos t ra ron  e l  s u r g i m i e n t o  d e  p u l s o s  t i p 0  s o l i t t i n .  Este 
comportamiento f u e  o b t e n i d o  merced a  un g r a n  e s f u e r z o  computational. 
E l  a l g o r i t m o  d e s c r i p t o  en l a  s e c c i 6 n  a n t e r i o r  nos  p e r m i t i d  o b s e r v a r  
con g r a n  economia d e  c 6 l c u l o  l a  formacio'n d e  s o l i t o n e s  y s e g u i r  adn 
m& s u  e v o l u c i b n .  Por  o t r o  l a d o ,  e r a  n e c e s a r i o  poder  d e t e r m i n a r  a 
p r i o r i  en quh c a s o s  s e  o b t e n d r i a  uno u  o t r o  comportamiento y  p a r a  
e l l o  usamos l a  t e o r i a  d e  l a  T E I  d e s c r i p t a  en l a  i n t r o d u c c i 6 n .  
' . . , :  
En e l  t r a b a j o  d e  Ablowitz e t  a l .  (1974) ,  se e s t a b l e c e n  
c i e r t a s  c o n d i c i o n e s  p a r a  l a  e x i s t e n c i a  d e  a u t o v a l o r e s  d i s c r e t o s  d e l  
s i s t e m a  ( 1 . 7 )  En e l  c a s o  de l a  DNLS podemos e x t e n d e r  e s t o s  
r e s u l t a d o s  p a r a  e l  problema t r ans fo rmado  (1 .87)  donde l a s  v a r i a b l e s  
d e  e v o l u c i 6 n  son  R y Q .  En e s t a  r e f e r e n c i a  s e  d a  tambie'n una 
e s t i m a c i 6 n  p a r a  e l  v a l o r  p r o p i o  d e  mayor v a l o r  a b s o l u t o  q u e ,  p a r a  e l  
problema t r a n s f o r m a d o ,  r e s u l t a  
Los a u t o r e s  p u n t u a l i z a n  tambign que  l a  e x p r e s i d n  (3.1) s u g i e r e  l a  
a u s e n c i a  d e  a u t o v a l o r e s  d i s c r e t o s  (y, p a r  l o  t a n t o ,  de s o l i t o n e s )  
p a r a  e l  c a s o  Re(Ci)>O. E s t a  c o n c l u s i 6 n  e s t a ' d e  acuerdo  con v a r i o s  
hechos .  En p r i m e r  l u g a r ,  l a  ecuac i6n  NLS con no l i n e a l i d a d  n e g a t i v a  
( s = - 1  en ( 1 , 3 ) ) ,  no posee  s o l u c i o n e s  t i p 0  s o l i t 6 n .  En este  c a s o  
( v e r  ( 1 . 1 4 ) )  e s  r=qr  y C!i=ldxlg\2. En segundo l u g a r ,  l a  e c u a c i b  
KdV ( 1 . 2 )  s d l o  m u e s t r a  l a  formaci6n de s o l i t o n e s  p a r a  c o n d i c i o n e s  
i n i c i a l e s  t a l e s  que q ( x , 0 ) < 0  x  ( D r a z i n ,  1983). En este c a s o  e s  
r = l  ( v e r  (1.13))  y Ci= dx q  que  r a s u l t a  p o s i t i v a  p a r a  q(x,O)>O. 
Analicemos e n t o n c e s  e l  s i g n o  d e  l a  c o n s t a n t e  C i  ( 1 . 7 1 )  p a r a  
l a  e c u a c i 6 n  DMLS cons ide rando  d i s t i n t a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s .  P a r a  
10s s o l i t o n e s  comunes (1 .78-1 .81) ,  6 s t a  s e  e x p r e s a  mediante  ( 1 . 8 8 )  
que  e s  c l a r a m e n t e  n e g a t i v a  y a  que  o < ~ < T T .  P a r a  10s s o l i t o n e s  
a l g e b r a i c o s  ( 1 . 7 8 , 1 . 8 3 )  r e s u l t a  Cz=O, l o  que  concuerda  con e l  hecho 
d e  que  Sean i n e s t a b l e s .  P a r a  una condicio'n i n i c i a l  d e  l a  forma 
( 2 . 9 )  e s  
Se puede v e r  a  p a r t i r  d e  e s t a  r e l a c i h  q u e ,  p a r a  e l  c a s o  d e  no 
l i n e a l i d a d  p o s i t i v a  ( s = l ) ,  s i  > > O  s iempre  es C i > 0 .  Por  l o  t a n t o  
en e s t e  c a s o  no s e  d e b e r i a n  o b s e r v a r  s o l i t o n e s ,  que  e s  j u s t a m e n t e  
uno d e  10s r e s u l t a d o s  d e  Spang le r  e t  a l .  (1985) .  E s t a  c o n d i c i 6 n  
c o r r e s p o n d e  a s u  F i g u r a  7 ,  donde puede v e r s e  que  e l  p u l s o  se 
ensancha  d i s p e r s g n d o s e  con e l  t iempo.  Nues t ra  s i m u l a c i 6 n  numer ica  
d e  ssta s i t u a c i 6 n  s e  r eproduce  en l a  F i g u r a  $(a)  d e l  c a p i t u l o  
a n t e r i o r .  Corresponde a >=5, Ao=O.B, R =14 y r e s u l t a  Ci=4.371.  
En e l  c a s o  d e  no l i n e a l i d a d  n e g a t i v a  y A > o ,  en cambio, CI 
puede t e n e r  c u a l q u i e r  s i g n o ,  dependiendo d e  l a  r e l a c i o n  e n t r e  Ao y 
, . P a r a  poder  i n t e r p r e t a r  10s r e s u l t a d o s  d e  S p a n g l e r  e t  a l .  
(1985)  es n e c e s a r i o  d e t e r m i n a r  e l  v a l o r  d e  C i  p a r a  l a  ecuacio'n 
DNLS con tg rmino  d i s p e r s i v o  negative. E s t a  ecuac ign  e s  l a  que  
s a t i s f a c e  r ( e c u a c i d n  ( 1 . 7 0 ) )  y cor responde  a 1  c a s o  de una onda 
c i r c u l a r m e n t e  p o l a r i z a d a  en s e n t i d o  i z q u i e r d o  (LCP) m i e n t r a s  que  l a  
ecuac i6n  p a r a  q (1.58) cor responde  a 1  s s n t i d o  d e  p o l a r i z a c i c h  
d e r e c h o  (RCP). Por  l o  t a n t o ,  s i  cons ideramos l a  condiciofi  i n i c i a l  
( 2 . 9 )  p a r a  r ,  la  c o r r e s p o n d i e n t e  a q  ser& 
y ,  por  l o  t a n t o ,  
Las  e c u a c i o n e s  ( 3 . 2 )  y ( 3 . 4 )  pueden u n i f i c a r s e  en l a  e x p r e s i 6 n  
donde 
RCP 
Y 
LCP 
e s  un s i g n o .  En e l  t r a b a j o  d e  S p a n g l e r  e t  a 1  (1985) s e  muest ran  10s 
r e s u l t a d o s  d e  d o s  s i m u l a c i o n e s  con s=-1. En ambos c a s o s  e l  p u l s o  
i n i c i a l  c o l a p s a  con t raygndose  ( v e r  F i g u r a s  5 y 8 d e  e s t a  
r e f e r e n c i a ) .  Cuando se evalGa C1 se o b t i e n e  CI<O. L a  c o n o l u s i 6 n  
i n m e d i a t a  e s  que  debe  c o n t i n u a r s e  l a  i n t e g r a c i 6 n  nume'rica en e s t o s  
c a s o s  p a r a  poder  o b s e r v a r  l a  formacio'n d e  s o l i t o n e s .  
Decidimos e n t o n c e s  r e a l i z a r  una serie  d e  s i m u l a c i o n e s  con 
n u e s t r o  c6digo (que  cor responde  a d i s p e r s i 6 n  p o s i t i v a )  p a r a  e l  c a s o  
d e  no l i n e a l i d a d  n e g a t i v a  y condicio'ii i n i c i a l  ( 2 . 9 )  d e j a n d o  f i j o s  
Ao (Ao=O. 5) y 1 (1=14)  y v a r i a n d o  d e  nodo d e  v a r i a r  Ci. E s t o  puede 
v e r s e  en las  F i g u r a s  7 a  10  donde e s t 6  g r a f i c a d o  q(x) p a r a  d i s t i n t o s  
i n s t a n t e s .  La F i g u r a  7 c a r r e s p o n d e  a  A = 5 .  E s  Ci=-2.582 y  s e  
o b s e r v a  l a  formacio'n d e  un t r e n  d e  t r e s  s o l i t o n e s  que v i a j a n ,  
apa ren temente ,  t o d o s  a l a  misma v e l o c i d a d .  La F i g u r a  8 c o r r e s p o n d e  
a A = 1 0 .  En e s t e  c a s o  Cz es  n e g a t i v a  p e r o  d e  menor v a l o r  a b s o l u t o  
que en e l  c a s o  a n t e r i o r ,  Ci=-1.184, y s e  o b s e r v a  l a  formaci6n de 
un t r e n  d e  d o s  s o l i t o n e s .  La F i g u r a  9 cor responde  a >=25  l o  que  d a  
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Piguras 7-10 Se n u e s t r a  l a  e v o l u c i 6 n  d e  lq(x,t)(  p a r a  s=-1 y u n a  
- 
c o n d i c i d n  i n i c i a l  de  l a  fo rma  ( 2 . 9 )  con  Ao=0.5,  =14 y d i s t i n t o s  
v a l u r e s  d e  > . La F i g u r a  7 c o r r e s p o n d e  a A = 5 .  En e s t e  c a s o  e s  
CI=-2.562 y s e  Eorman t res  s o l i t o n e s .  La F i g u r a  8 c o r r e s p o n d e  a 
A = l o ,  es Ci=-1.184 y se forman d o s  s o l i t o n e s .  L a  S?i$ura 9 
c o r r e s p o n d e  a  A=25,  es  Ci=-0.357 y se forma s610 un s o l i t o n .  La 
F i g u r a  10 c o r r e s p o n d e  a A =80 ,  es C i = 0 . 0 2 1 6  y no s e  fo rma  ningu'n 
- 
s o l i t o n .  
h 
l u g a r  a un v a l o r  a h  mayor d e  CI, CI=-0. 357, y a l a  fo rmac ich  d e  
un s o l o  s o l i t c h .  Por  Gl t imo ,  l a  F i g u r a  10  c o r r e s p o n d e  a A=80 .  En 
e s t e  c a s o  CI r e s u l t a  p o s i t i v a ,  C1=0.0216, y e l  p u l s o  i n i c i a l  s e  
d i s p e r s a  s i n  fo rmar  s o l i t o n e s .  F i n a l m e n t e  e s t u d i a m o s  q u s ' s u c e d e  si 
rnodificamos Ao y p e r 0  de jamos  f i j o  e l  v a l o r  d e  CL. La F i g u r a  11 
c o r r e s p o n d e  a una  c o r r i d a  con ACJ-0. 2, 1 = I 4  y ;\ ~ 6 . 0 8 5  y no 
l i n e a l i d a d  n e g a t i v a  ( s = - 1 ) .  E l  v a l o r  d e  CI e s  e l  mismo que  e l  q u e  
s e  o b t i e n e  con 10s pargmet ros  d e  l a  F i g u r a  9 y en  e s t e  c a s o  tambign 
se  o b s e r v a  l a  a p a r i c i o f i  d e  un s o l o  s o l i t o ' n  que  v i a j a  m< s  r g p i d o  que  
e l  d e  l a  F i g u r a  9 .  Esto e s  f a ' c i l  d e  e x p l i c a r  si d e s p r e c i a m o s  l a  
Figora 11 Evoluc ibn  d e  I q ( x , t ) \  p a r a  una c o n d i c i 6 n  inicial d e  l a  
forma ( 2 . 9 )  con Ao=0.2, 1 = 1 4  y A=6.085 .  E l  v a l o r  d e  C i  es e l  
mismo que  e l  d e  l a  F i g u r a  6 .  En e s t e  c a s o  tambi6n s e  forma ~ 6 1 0  un 
s o l i t o ' n .  
c o n t r i b u c i 6 n  d e  l a  r a d i a c i 6 n .  Recordando l a  e x p r e s i 6 n  p a r a  l a  
v e l o c i d a d  d e  un s o l i t 6 n  (1.81)) g s t a  puede p o n e r s e  como 
v=sC1 c o t  r .  
P e r o ,  a 1  d e s p r e c i a r  l a  r a d i a c i h ,  4 se v i n c u l a  con Co a  t rave ' s  d e  
l a  e x p r e s i d n  ( 1 . 8 5 ) .  E l  v a l o r  d e  Co p a r a  las F i g u r a s  7-10 e s  
4.39,  m i e n t r a s  que  p a r a  l a  F i g u r a  11 es Co=0.7. For  l o  t a n t o ,  d e  
(1.85), s e  deduce 1 1  e 2 donde 6 11 es e l  v a l o r  d e  p a r a  
e l  s o l i t o ' n  de  l a  P i g u r a  11, m i e n t r a s  que  -6-Q e s  e l  c o r r e s p o n d i e n t e  
a 1  d e  l a  F i g u r a  9 .  En consecuenc ia  c o t (  f i i ) > c o t ( f a )  y ,  d e  ( 3 . 7 ) ,  
v l i > v n .  For  o t r o  l a d o ,  l a s  v e l o c i d a d e s  d e t e r m i n a d a s  d e  e s t e  mod0 
concuerdan muy b i e n  con l a s  d e d u c i d a s  d e  las f i g u r a s .  
Podemos c o n c l u i r  e n t o n c e s  que  una cond ic i6n  i n i c i a l  p a r a  l a  
DNLS d e c a e r &  en s o l i t o n e s  s i empre  que  sea C i t O .  For  o t r o  l a d o ,  d e  
las s i m u l a c i o n e s  num6ricas  p r e s e n t a d a s ,  se desprende  gue  e l  nGmero 
d e  s o l i t o n e s  c r e c e  con e l  v a l o r  a b s o l u t o  d e  C i  y q u e ,  d e  a l g u n a  
manera, e s t e  nGmero e s  i n d e p e n d i e n t e  d e l  v a l o r  d e  la  c o n s t a n t e  Co.  
E s t o  m u e s t r a  que l a  e s t i m a c i o 5  d e l  niimero d e  s o l i t o n e s  como 
proportional a  Co p r e s e n t a d a  p o r  S p a n g l e r  (1985) es e r r 6 n e a .  La 
c a u s a  d e  e s t e  e r r o r  e s t 6  e n  que e l  a u t o r  ~ 6 1 0  c o n s i d e r a  s o l i t o n e s  
con $ = ~ / 4  o $=3(1T/4).  
Ahora b i e n ,  e s  n e c e s a r i o  d a r l e  una i n t e r p r e t a c i 6 n  f i s i c a  a 
e s t a  c u e s t i d n  d e l  s i g n o  d e  l a  c o n s t a n t e  C i .  En e l  a50 1976 
Mj$lhus (Mj$lhus, 1976) obtuvo un c r i t e r i o  p a r a  d e t e r m i n a r  s i  un 
p u l s o  i n i c i a l  d e  l a  forma ( 1 . 5 2 )  y r e l a c i 6 n  d e  d i s p e r s i o f i  ( 1 . 5 9 )  
cuya  ecuacio'n d e  evoluciofi  e s  l a  DNLS r e s u l t a r f a  modulacionalmente 
i n e s t a b l e  o no .  E s t e  a u t o r  t r a b a j 6  con una ecuaciGn con no 
l i n e a l i d a d  p o s i t i v a  y dispers io 'n  n e g a t i v a .  Su r e s u l t a d o ,  t r a d u c i d o  
a  n u e s t r a s  v a r i a b l e s  y a 1  c a s o  d e  d i s p e r s i o ' n  p o s i t i v a ,  s e  puede 
e x p r e s a r  como 
>O e s t a b l e  
< O  i n e s t a b l e  
donde y = a r g ( q ) .  S i  comparamos e s t a  e x p r e s i 6 n  con l a  d e  Ci ( 1 . 7 0 )  
p a r a  s=l ( r = - q * ) ,  vemos que e l  c a s o  e s t a b l e  i m p l i c a  C i > 0  y e l  
inestable Ci<O. L a  a f i r m a c i d n  i n v e r s a  no es v e r d a d e r a  ya que 
( q \ * + 2 Y ~  puede cambiar  de s i g n o  p a r a  d i s t i n t o s  v a l o r e s  d e  x m i e n t r a s  
que  e l  d e  Ci e s t 6  f i j o .  Concluimos e n t o n c e s  que  l a  c l a s i f i c a c i a ' n  
e n  tg rminos  d e l  s i g n o  d e  l a  c o n s t a n t e  CI es una v e r s i d n  i n t e p r a d a  
d e l  c r i t e r i o  d e  Mj4lhus p a r a  d i s t i n g u i r  entre 10s c a s o s  
modulacionalmente e s t a b l e s  e  i n e s t a b l e s .  Ma's t a r d e ,  en  e l  a50 1978 
Mjjdlhus (Mjflhus,  1978) e s t u d i d  l a  i n e s t a b i l i d a d  modulac ional  d e  una  
onda p l a n a  d e  ampl i tud  f i n i t a  r e c o r t a d a  que ,  p a r a  l a  ecuac ign  
e s c r i t a  como en ( 1 . 5 8 ) ,  puede p o n e r s e  como 
1 qo exp(-i kox) 1 x  J < L  
y d e t e r m i n 6  c u g l e s  e r a n  10s s o l i t o n e s  en  10s que d e c a e r c a  e l  p u l s o  
en d i s t i n t o s  c a s o s  usando l a  t B c n i c a  d e  l a  T E I .  A p a r t i r  d e  e s t e  
e s t u d i a  s u b d i v i d i 6  10s c a s o s  e s t a b l e  e  i n e s t a b l e  c o n s i d e r a d o s  en s u  
t r a b a j o  a n t e r i o r  en d 6 b i l e s  y f u e r t e s .  E n c o n t r 6  p a r a  10s c a s o s  
f u e r t e m e n t e  e s t a b l e s  (ko<<go2/2)  y f u e r t e m e n t e  i n e s t a b l e s  (ko>> 
qo2 /2 )  un comportamiento s i m i l a r  a1 d e  n u e s t r a s  s i m u l a c i o n e s .  En 
e l  p r imero  no s e  formaban s o l i t o n e s  y en e l  segundo s e  formaban 
s o l i t o n e s  con 0<'6< TT/2, a  10s que Ilam6 normales .  En 10s c a s o s  
d g b i l m e n t e  e s t a b l e s  e  i n e s t a b l e s  d e t e r m i n d  l a  e x i s t e n c i a  d e  
s o l i t o n e s  normales  y ancSmalos ( W> -6> r/2). P a r a  Lqo2>>1 l a  
ampl i tud  d e  10s normales  t e n d c a  a  c e r o  m i e n t r a s  que 10s an6malos 
t endcan  a  s o l i t o n e s  a l g e b r a i c o s  d i v e r g e n t e s  y muy anchos .  En e l  
c a s o  dgb i lmente  i n e s t a b l e  e n c o n t r 6  tambie'n un n6mero de s o l i t o n e s  
anGmalos no d i v e r g e n t e s .  Ahora b i e n ,  como 10s s o l i t o n e s  a l g e b r a i c o s  
s o n  i n e s t a b l e s  y decaen en r a d i a c i 6 n  o  en s o l i t o n e s  normales ,  
podemos c o n c l u i r  que, en e l  l c m i t e  Lqo2>>1 no s e  o b s e r v a r a n  
s o l i t o n e s  en e l  c a s o  d6b i lmente  i n e s t a b l e .  Por  l o  t a n t o ,  a1 menos 
en e s t e  l l 'mi te ,  n u e s t r a  conclusio'n a c e r c a  d e l  s i g n o  d e  C i  s e  
a j u s t a  a l o  e n c o n t r a d o  p o r  Mjolhus (1978). De t o d o s  modos, d e  e s t a  
d iscus io 'n  se  d e s p r e n d e  que l a  c l a s i f i c a c i g n  en t6 rminos  d e l  s i p n o  d e  
€1 puede no s e r v i r  en l a  r e g i 6 n  d e  t r a n s i c i 6 n  e n t r e  10s c a s o s  
e s t a b l e  e  i n e s t a b l e .  ~a/s p r e c i s i o n e s  s o b r e  e s t e  tema s e r 6 n  
p r e s e n t a d a s  en e l  c a p < t u l o  V .  
IV. SIMETRIAS DE LA ECUACION NO LINEAL DERIVADA DE SCHRODINGER Y 
ESTABILIDAD DE LOS SOLITONES. 
Nos i n t e r e s a  a h o r a  d e t e r m i n a r  e l  compor tamiento  d e  10s 
s o l i t o n e s  d e  l a  DNLS f r e n t e  a p e r t u r b a c i o n e s  d e  l a  forma S q ( x )  y 
a n a l i z a r ,  s i  e s  p o s i b l e ,  s u  e s t a b i l i d a d  d e  Liapunov.  P a r a  e l l o  
a p l i c a r e m o s  l a  t e o r c a  d e s a r r o l l a d a  en  l a  i n t r o d u c c i d n  . Como e s t e  
e s t u d i o  e s t z i  f u e r t e m e n t e  l i g a d o  a1 d e  l a s  s i m e t r i a s  d e  l a  e c u a c i 6 n  
d e  e v o l u c i 6 n  y  a 1  de l a s  q u e  e l  s o l i t 6 n  rompe, vamos a h a c e r  un 
a n d l i s i s  p r e v i o  d e  estos a s p e c t o s  f o r m a l e s  de l a  ecuacio'n DNLS. 
Vimos en l a  i n t r o d u c c i 6 n  q u e  l a  ecuacio'n DNLS puede p o n e r s e  
como una  ecuacio'n d e  Hamil ton con e l  h a m i l t o n i a n o  H=2C1,  donde 
CI e s  l a  c o n s t a n t e  d e f i n i d a  en (1.71), p e r o  con una  s i m p l B c t i c a  
q u e  no  e s  l a  s t a n d a r d  s i n o  l a  q u e  a p a r e c e  e n  ( 1 . 7 6 ) .  S i n  embargo es 
p o s i b l e  p a s a r  a una  d e s c r i p c i 6 n  c a n o n i c a  si d e f i n i m o s  e l  momento 
con j ugado 
cuya  e c u a c i d n  d e  evoluc i6n  e s  
i Ptt i Pxzq+ PXX= 0 
De l a  e x p r e s i d n  ( 4 . 1 )  podemos v e r  q u e ,  m i e n t r a s  P ( - a ) = O ,  P ( + m ) ,  
00 
s u e  es c o n s t a n t e  y a  q u e  { d x  q* es una  c a n t i d a d  q u e  se c o n s e r v a  p a r a  
- Jo ;P 
l a  DNLS ( v e r  (1.72)), s610 s e  a n u l a  s i ( d x  q  =O. P e s t 6  r e l a c i o n a d o  
- - 
con e l  p o t e n c i a l  v e c t o r  A d e l  campo magng t i co  en  l a  medida d e  
Coulomb 
S i  d e s a r r o l l a m o s  A p e r t u r b a t i v a m e n t e  ( A = e AC1' + E  i /2 
A < = >  + . . . )  e n t o n c e s  
L a s  e c u a c i o n e s  p a r a  P y q pueden e s c r i b i r s e  como un p a r  d e  
e c u a c i o n e s  c a n 6 n i c a s  d e  Hami l ton  con e l  mismo h a m i l t o n i a n o  q u e  
a n t e s ,  H=2C1.  E l  p a s a r  a una  d e s c r i p c i d n  c a n g n i c a  n o s  p e r m i t e  
o b t e n e r  e l  l a g r a n g i a n o  d e  l a  DNLS. E s t e  e s  
E s t e  l a g r a n g i a n o  a p a r e c e  en  M j t l h u s  (1976) e s c r i t o  en  t g r m i n o s  d e  P 
y P*. 
E l  l a g r a n g i a n o  d e f i n i d o  en  ( 4 . 5 )  es  i n v a r i a n t e  f r e n t e  a 
t r a s l a c i o n e s  e s p a c i a l e s  y t e m p o r a l e s .  L a s  c a n t i d a d e s  c o n s e r v a d a s  
a s o c i a d a s  a es t a s  s i m e t r i a s  s o n  Co y Ci l a s  q u e ,  fo rma lmen te ,  
pueden s e r  p e n s a d a s  como e l  momento l i n e a l  y e l  h a m i l t o n i a n o .  M6s 
aGn, 2C1 es  e l  h a m i l t o n i a n o  d e  l a  DMLS. E l  s i g n i f i c a d o  f l ' s i c o  d e  
Co e s  c l a r o ,  e s  p r o p o r c i o n a l  a l a  e n e r g i a  t o t a l  d e l  sistema 
d e s a r r o l l a d a  a o r d e n  C . E l  d e  l a  c o n s t a n t e  C i ,  en  cambio,  no  l o  
e s .  Puede pone ' rse la  como una combinacidn l i n e a l  d e  t r e s  c o n g t a n t e s  
d e  movimiento d e l  s i s t e m a  (1 .50 ) :  l a  dens idad  n ,  e l  momento l i n e a l  
1 .  nu en l a  d i r e c c i 6 n  d e  Bo y l a  e n e r g j a  t o t a l  d e l  s i s t e m a .  Pe ro  
1 . -  
I tambiefi guede s e r  i n t e r p r e t a d a  como l a  combinacio'n d e  un tg rmino  d e  
I 
.' 1. a u t o h e l i c i d a d  1 d x  B .(V A B ) o  (dx vi . (v,, vr ) d e s a r r o l l a d o s  a 
a  orden e2 y un tgrmino d e  f l u j o  d e  energr'a a 1  mismo orden .  
I 
E l  l a g r a n g i a n o  L e s  tambie'it i n v a r i a n t 0  f r e n t e  a cambios de l a  
forma q  3 q e x p ( i  t ), P + P  e x p ( - i  t ) .  E s t a  s i m e t r i a ,  que l lamaremos 
i n v a r i a n c i a  d e  medida o  d e  r o t a c i d n  d e  l a  f a s e ,  d a  l u g a r  a l a  
c o n s e r v a c i 6 n  d e  l a  c a n t i d a d  
K = i  ( d x  qP 
E s t a  c a n t i d a d  puede s e r  formalmente c o n s i d e r a d a  como una c a r g a .  E s  
Gsta una nueva c o n s t a n t e  p a r a  l a  DNLS que toma v a l o r e s  r e a l e s  ~ 6 1 0  
si P ( + m ) = O .  Por  l o  t a n t o  vamos a  d e f i n i r  
I '1 . '  . . que s i empre  es r e a l .  E s t a  c o n s t a n t e  t i e n e  una i n t e r p r e t a c i 6 n  f c s i c a  
I. 
I 
~ 1; c l a r a .  S i  l a  e s c r i b i m o s  en func idn  d e l  p o t e n c i a l  v e c t o r  y d e l  campo 
I .  ., m a g n a i c o  r e s u l t a  
i ', C - - 1 ( 4 ( 1 -  d x  B < 1 >  . A c l >  
I 
I . :  Por  l o  t a n t o ,  e s  proportional a1 t6rmino d e  orden m i s  b a j o  no n u l o  1 .  I .  
en e l  d e s a r r o l l o  p e r t u r b a t i v o  d e  l a  h e l i c i d a d  d x  A . B d e l  s i s t e m a .  I 
La h e l i c i d a d ,  que  e s  un i n v a r i a n t e  d e  las  e c u a c i o n e s  MHD i d e a l e s ,  no  
l o  es d e l  c o n j u n t o  ( 1 . 5 0 ) ,  s i n o  d e  s u  d e s a r r o l l o  p e r t u r b a t i v o  a 
orden 6 2. 
Como 10s s o l i t o n e s  d e  l a  DNLS son  c a r g a d o s ,  conv iene  d e f i n i r  
l a  v a r i a b l e  5 segun 
<= q  e x p ( i  32t) 
cuya ecuac i6n  d e  e v o l u c i o n  e s  
E s t a  ecuac i6n  posee  s o l i t o n e s  no c a r g a d o s ,  i g u a l e s  a 10s d e  l a  DNLS 
1 78-1 .81)  con p a r a m e t r o s  2=4 A 4  y , p e r o  s i n  l a  dependenc ia  7 
t empora l  exp( i 4  A 4 t )  que a p a r e c e  en ( 1 . 7 8 ) .  A s u  v e z ,  r e s u l t a  a  
v e c e s  c o n v e n i e n t e  p a s a r  a 1  s i s t e m a  d e  r e f e r e n c i a  d e l  s o l i t 6 n .  S i  
6 s t e  se mueve con v e l o c i d a d  v = - 4 s a ~ c o s ( $ " )  ( 4 A 4 =  7 2 ) )  l a  e c u a c i i h  
( 4 . 1 1 )  s e  t r a n s f o r m a  en 
E l  solitdcil ( 1 . 7 8 - 1 . 8 1 )  con 2 = 4 A 4  e s  una solucio 'n d e  e q u i l i b r i o  d e  
'I 
( 4 . 1 2 ) .  La nueva c o n s t a n t e ,  C-1, n o s  p e r m i t e  e s c r i b i r  a l a s  
e c u a c i o n e s  ( 4 . 1 1 )  y ( 4 . 1 2 )  y a las d e  l a  v a r i a b l e  conjugada  P como 
un p a r  d e  e c u a c i o n e s  d e  Hamilton con e l  h a m i l t o n i a n o  
p a r a  ( 4 . 1 1 )  y 
para ( 4 . 1 2 ) .  
Cons ide remos  l a  e c u a c i 6 n  ( 4 . 1 2 ) .  Nos i n t e r e s a  e s t u d i a r  l a  
e s t a b i l i d a d  d e  a q u e l l o s  s o l i t o n e s  Go q u e  s o n  s o l u c i o n  d e  e q u i l i b r i o  
A 
d e  l a  m i s m a .  S i  d e s a r r o l l a m o s  e l  h a m i l t o n i a n o  H a l r e d e d o r  d e  
+ 
q o  como a en  ( 1 . 3 9 ) ,  podemos v e r  q u e  e l  te ' rmino d e  primer o r d e n  
en  l a  p e r t u r b a c i d n  6 q  (gel)) se  a n u l a .  Por l o  t a n t o  $ puede  
s e r v i r  p a r a  e s t u d i a r  l a  e s t a b i l i d a d  f o r m a l  d e  10s s o l i t o n e s .  E s t e  
c 6 l c u l o  c o i n c i d e  con  l o  e x p u e s t o  e n  l a  i n t r o d u c c i 6 n  e n  l a  s e c c i 6 n  
d e d i c a d a  a l a  d i s c u s i d n  d e  10s m6todos e s t a d i s t i c o s .  En p a r t i o u l a r  
hab iamos  v i s t o  all:  q u e ,  p a r a  s o l i t o n e s  c a r g a d o s ,  era n e c e s a r i o  
s o m e t e r  e l  h a m i l t o n i a n o  a1 v i n c u l o  c a r g a = c o n s t a n t e  p a r a  o b t e n e r  10s 
s o l i t o n e s  d e  v e l o c i d a d  c e r o  como e x t r e m o  ( R a j a r a n a n  y Raj Lakshmi,  
rJ /r 
1982) .  P e r o  p a r a  e s t o s  s o l i t o n e s  e n  e l  c a s o  DNLS es H=H. E l  hecho  
d e  q u e  i < 1 >  se  a n u l e  p a r a  10s s o l i t o n e s  d e  p a r a m e t r o s  7 2 y  v se 
p u e d e  i n t e r p r e t a r  d e l  s i g u i e n t e  modo. E s  n e c e s a r i o  s o m e t e r  a1 
h a m i l t o n i a n o  H a 10s v ~ n c u l o s  d e  c a r g a  (C-I)  y momento (Co) 
c o n s t a n t e s  p a r a  o b t e n e r  10s s o l i t o n e s  como e x t r e m a l e s  (ya q u e  e n  
p r i n c i p i o  n o  sabemos  si  son v e r d a d e r o s  e x t r e m o s  o p u n t o s  d e  
e n s i l l a d u r a )  d e l  mismo. S e  v e  e n t o n c e s  l a  d i f e r e n c i a  con  e l  c a s o  
KdV (Ben jamin ,  1972)  d e s c r i p t o  e n  l a  i n t r o d u c c i b n ,  e n  e l  q u e  era 
n e c e s a r i o  imponer  un s o l o  v l 'ncu lo .  E s t o  es  d e b i d o  a q u e  10s 
s o l i t o n e s  KdV es ta 'n  c a r a c t e r i z a d o s  p o r  un 6 n i c o  p a r d m e t r o  m i e n t r a s  
q u e  10s s o l i t o n e s  DNLS r e q u i e r e n  d o s .  F i n a l m e n t e ,  t o d o  e s t d  
r e l a c i o n a d o  a1 nGmero d e  simetrl'as q u e  10s s o l i t o n e s  rompen e n  c a d a  
h 
Anal icemos  a h o r a  l a  s e g u n d a  v a r i a c i d n  d e  H 
p a r a  P ( w ) = O .  
E s c r i t a  e n  t g r m i n o s  d e  l a  p a r t e  rea l  y la  i m a g i n a r i a  de qo=ao+ ibo  Y 
de  l a  p e r t u r b a c i o ' n  b q = c x + i  dx r e s u l t a  
con  
o  b i e n  
. .  - 
con I l a  m a t r i z  i d e n t i d a d  y A+ y A d o s  o p e r a d o r e s ,  uno e l  a d j u n t o  
- - 
- 
d e l  o t r o ,  d e f i n i d o s  por  
A 
Se puede v e r  e n t o n c e s  que H e s  a u t o a d j u n t o  y que H<2) 
.. - 
e s  e l  
h a m i l t o n i a n o  a s o c i a d o  a  l a s  e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  l i n e a l i z a d a s  d e  
Sq y SP (Ponce Dawson y F e r r o  Fontgn,  1 9 8 8 ~ ) .  E s t o  n o s  d i c e  que  
4 H ; 2 >  es  una c o n s t a n t e  d e  movimiento p a r a  e l  f l u j o  l i n e a l i z a d o  y 
que e s  c a n d i d a t o  a  ser e l  f u n c i o n a l  d e  Liapunov p a r a  e s t u d i a r  l a  
f s a t e b i l i d a d  l i n e a l  (Holm y Rupsrahmidt ,  1988). 
H- Los s o l i t o n e s  son s o l u c i o n e s  d e  e q u i l i b r i o  d e  l a  ecuac i6n  ( 4 . 1 2 )  que rompen l a  i n v a r i a n c i a  d e  medida y d e  t r a s l a c i 6 n  e s p a c i a l  
( v e r  s u  e x p r e s i b  en 1 . 7 ) - ( 1 . 8 1 ) )  Por l o  t a n t o ,  d e b i d o  a1 
. - 
. . 
K . teorema d e  Golds tone  ( v e r  p o r  e jemplo  Morrison y E l i e z e r  1986) ,  l a  
m a t r i z  d e  masa, en n u e s t r o  c a s o  H ,  t e n d r d  t a n t o s  a u t o v a l o r e s  n u l o s  
- 
como s i n e t r g a s  r o t a s .  La exis tencia  d s  estos a u t o v a l o r e s  significa. 
Q '. para e l  e s t u d i o  d e  e s t a b i l i d a d ,  que  l a  s o l u c i 6 n  d e  e q u i l i b r i o  no e s  
un mcnimo a i s l a d o  s i n 0  q u e  p o s e e  d i r e c c i o n e s  d e  e s t a b i l i d a d  n e u t r a l  
( M o r r i s o n  y El i eze r ,  1986) .  E s t e  es  un hecho  c o n o c i d o  e n  e l  c a s o  d e  
s o l i t o n e s  y es  p o r  e s o  q u e  s 6 l o  es  p o s i b l e  e s t u d i a r  s u  e s t a b i l i d a d  
de f o r m a .  En n u e s t r o  c a s o  l a  degene rac io ' n  d e l  a u t o v a l o r  n u l o  es  d o s  
y 10s a u t o v e c t o r e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  s o n  
E l  p r i m e r o  d e  e l l o s  c o r r e s p o n d e  a u n a  p e r t u r b a c i o ' n  S P = ~  Po,  S q = - i  q o  
Y el segundo  a SP=Pox,  5q=qox .  Adem& e s t o s  a u t o v e c t o r e s  expanden  
e l  n 6 c l e o  d e l  o p e r a d o r  A + ,  l o  c u a l  n o s  v a  a s e r v i r  para d e m o s t r a r  
- 
p o r  qu& e l  f u n c i o n a l  d e  L iapunov  para 10s s o l i t o n e s  d e b e  c o n s t r u i r s e  
con  t res  c o n s t a n t e s  d e  movimien to .  
Def inamos  e l  g r a d i e n t e  G n d e  u n a  c o n s t a n t e  d e  movimien to  
Cn d e  l a  e c u a c i c h  DNLS como 
donde a  y b son  las p a r t e s  r e a l  e i m a g i n a r i a  d e  q, y e l  p r o d u c t o  
e s c a l a r  e n t r e  d a s  v e c t o r s s  u y v p o r  
Extendiendo 10s r e s u l t a d o s  d e  Lax (1968), e s  p o s i b l e  m o s t r a r  que  
<On[ w 1, z > es i n d e p e n d i e n t e  d e l  t iempo s i  e l  v e c t o r  
w=(:) 
s a t i s f a c e  l a  ecuac i6n  (4 .11 )  y z l a  m i s m a  ecuac i6n  l i n e a l i z a d a  
a l r e d e d o r  de n , ambas e s c r i t a s  en p a r t e  real e  i m a g i n a r i a  (Ponce 
Dawson y F e r r o  Fontgn,  1 9 8 8 ~ ) .  En p a r t i c u l a r ,  tomando una solucio 'n  
uo t i p 0  s o l i t 6 n  (con - 7 2 = 4 ~ 1 4 )  y usando l a  i n v a r i a n c i a  d e l  p r o d u c t o  
e s c a l a r  ( 4 . 2 4 )  f r e n t e  a t r a s l a c i o n e s  se o b t i e n e  
Corno en un i n s t a n t e  dado z puede e l e g i r s e  a r b i t r a r i a m e n t e ,  d e  
( 4 . 2 5 )  se d e s p r e n d e  que 
E s  d e c i r ,  t o d o s  10s g r a d i e n t e s  { Gn ( no ) } ,  con w o un s o l i t c h ,  
p e r t e n e c e n  a1 nGcleo d e  A + .  Como vimos a n t e s ,  6 s t e  e s  d e  d imensi6n 
d o s .  Por l o  t a n t o  es p o s i b l e  e s c r i b i r  un g r a d i e n t e  c u a l q u i e r a  como 
una cornbinacidn l i n e a l  d e  d o s  de e l l o s  
G, = Dnm Gm + Enr 
donde Dnm y Enr son  c o n s t a n t e s  r e a l e s  que  dependen d e  72 y V .  En 
p a r t i c u l a r ,  encontramos 
h 
gue es l a  p r i m e r a  va r i ac io f ,  d e  H, Y 
q u e  es l a  p r i m e r a  v a r i a c i 6 n  de 
Por  o t r o  l a d o ,  pudimos v e r  que  p a r a  n33 e s  
p o r  l o  que suponemos que s i empre  e s  p o s i b l e  e s c r i b i r  e l  g r a d i e n t e  
Gn en f u n c i g n  d e  G -  y Gn-2 con Dn,n-I p r o p o r c i o n a l  a v Y 
En,n-2 p r o p o r c i o n a l  
a '7' Todas e s t a s  combinaciones  d e  t r e s  
c o n s t a n t e s  cuya  pr i rnera  v a r i a c i 6 n  e s  a n u l a d a  p o r  10s s o l i t o n e s  son  
I 
c a n d i d a t a s  a s e r  f u n c i o n a l e s  d e  Liapunov p a r a  e l  e s t u d i o  d e  sn 
e s t a b i l i d a d .  
A h 
Tomemos [ =H-H[qo ] como e l  f u n c i o n a l  d e  Liapunov. E s  p o s i b l e  
ver  que ,  t a n t o  [ como s u  expans i6n  a segundo orden l < 2 )  pueden 
tomar v a l o r e s  n e g a t i v o s .  En p a r t i c u l a r ,  s i g u i e n d o  e l  t r a b a j o  de 
G r i l l a k i s  e t  a 1  (1987)  encontramos que 
< J V wo) , H . J v  wo) > < O  
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por l o  s u e  H / debe t e n e r  a1 menos un a u t o v e c t o r  d e  a u t o v a l o r  
e 
n e g a t i v o .  E s t o  n o s  mues t ra  que  10s s o l i t o n e s  no  son formalmente  
e s t a b l e s ,  y a  que  3 no es s iempre  p o s i t i v o .  P e r o  e s t o  no 
s i g n i f i c a  que  no sean estables en e l  s e n t i d o  (1.38).  De l o  que  
e x p u e s t o  en  l a  i n t r o d u c c i 6 n  p a r a  e l  c a s o  d e  l a  ecuacio'n KdV, podemos 
d e d u c i r  que st510 e s  p o s i b l e  d e m o s t r a r  l a  e s t a b i l i d a d  usando l a  
c o n d i c i 6 n  s u f i c i e n t e  (1 .39)  en un e s p a c i o  d e  f a s e s  r e d u c i d o  q u e ,  en 
e s t e  c a s o  d e b e r i a  e s t a r  d e f i n i d o  p o r  un v a l o r  f i j o  d e  Co y o t r o  d e  
C-1. Una vez demos t rada  e s t a  e s t a b i l i d a d  c o n d i c i o n a l ,  s i g u i e n d o  
e l  razonamiento  d e  Benjamin (Benjamin, 1972) e x p l i c a d o  en l a  
i n t r o d u c c i & ,  es inmedia to  d e d u c i r  l a  e s t a b i l i d a d  en e l  c a s o  g e n e r a l  
usando d e s i g u a l d a d e s  t r i a n g u l a r e s .  Como cada  s o l i t o ' n  e s t &  
ungvocamente c a r a c t e r i z d d o  p o r  d o s  para'metros ( d e j a n d o  d e  l a d o  l a  
p o s i c i 6 n  y f a s e  i n i c i a l e s ) ,  e l  haber  d e f i n i d o  e l  a e p a c i o  r e d u c i d o  
f i j a n d o  e l  v a l o r  d e  d o s  c o n s t a n t e s  e s  l o  que  p e r m i t e  d e m o s t r a r  l a  
e s t a b i l i d a d  g e n e r a l  a  p a r t i r  de  l a  c o n d i c i o n a l .  
Ahora b i e n ,  l a  demos t rac i6n  r i g u r o s a  d e  l a  e s t a b i l i d a d  
c o n d i c i o n a l  es un problema a b i e r t o ,  cuya d i f i c u l t a d  matemgtica 
r e s u l t 6  s u p e r i o r  a  10s o b j e t i v o s  p l a n t e a d o s  en e s t a  t e s i s .  Por  e l l o  
dec id imos  e f e c t u a r  una s e r i e  d e  s i m u l a c i o n e s  n u m k i c a s  tomando 
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  " c e r c a n a s "  a las  d e  un s o l i t &  qo d e  
p a r a m e t r o s  A2 y , En t o d o s  10s c a s o s  se v i o  que  d e  cada  
c o n d i c i d n  i n i c i a l  emergia  un s o l i t d n ,  en p r i n c i p i o  con nuevos 
- 
p a r a m e t r o s  42 y ^6 , m a ' s  un t r e n  d e  rad iac io 'n  d e s p r e c i a b l e .  
Usando e s t o s  r e s u l t a d o s  y l a  e x p r e s i 6 n  d e  l a s  c o n s t a n t e s  C-1, Co y 
Ci como l a  suma d e  un te'rmino d e b i d o  a1 s o l i t o ' n  y a t r o  a La 
r a d i a c i d n ,  pademos h a c e r  una est imacio 'n g r o s e r a  d e l  s i g n o  d e  . 
Las e x p r e s i o n e s  de e s t a s  c o n s t a n t e s  p a r a  e l  s o l i t c h  qo son  ( 1 . 8 5 ) ,  
( 1 . 8 6 )  Y 
y ,  p a r a  e l  problema p e r t u r b a d o  
- 
~ - 1 [ q a +  S q ] =  &en$/ A2+ a 
CoCqo+ S q l =  s (  4 % +  b) 
, C ~ C ~ O +  b q1=-4 a2 s e n  ^ 6+ c  
donde a ,  b y c son l a s  c o n t r i b u c i o n e s  d e  l a  rad iac io 'n ,  a  y c  t i e n e n  
s i g n o  i n d e f i n i d o ,  m i e n t r a s  que b r e s u l t a  s i empre  p o s i t i v a .  S i  
tomamos una p e r t u r b a c i 6 n  en  e l  e s p a c i o  d e  f a s e s  r e d u c i d o ,  e n t o n c e s  
Co[qol=Co[qo+ 6 ql, d e  donde s e  desprende  
e x p r e s i o n  ( 4 . 3 4 ) ,  l a  i g u a l d a d  C - I [ ~ o ] = c - ~ [ q a + S q ]  i m p l i c a  
P o r  l o  t a n t o ,  d e s p r e c i a n d o  c  en (4.36), obtenemos 
P a r a  ' ~ / 2 <  f< T ,  un razonamiento  s i m i l a r  nos  l l e v a  a  
Ahora b i e n ,  como p a r a  una p e r t u r b a c i 6 n  en e l  e s p a c i o  d e  f a s e s  
r e d u c i d o  e s  = C ~ [ q o +  q ] - C ~ [ q o  1, d e  e s t a  demos t rac io5  aproximada 
se conc luye  que  m i e n t r a s  L puede s e r v i r  como f u n o i o n a l  d e  Liapunov 
para s o l i t o n e s  con 0 < d  < K / 2 ,  - es e l  c a n d i d a t o  p a r a  a q u d l l o s  con 
T / 2 <  6-< TT. 
Aun cuando hubie'ramos d e r i v a d o  e s t o s  r e s u l t a d o s  en forma 
r i g u r o s a ,  e l  problema d e  10s a u t o v a l o r e s  n u l o s  d e  H - todavl'a 
- 
p e r s i s t i r i a .  (Una p e r t u r b a c i d n  en e l  e s p a c i o  r e d u c i d o  puede ser t a l  
q u e  e [qo+ q]-0) .  Como y a  d i j i m o s  e s t o  se r e s u e l v e  t r a b a j a n d o  con 
c l a s e s  d e  e q u i v a l e n c i a  q u e ,  en n u e s t r o  c a s o ,  e s t &  d e f i n i d a s  por  
donde qo 8s e l  s o l i t o n  d e  p a r a m e t r o s  ~2 y v=-4s ~ ~ c o s d * ,  y  el 
s imbolo  U r e p r e s e n t a  l a  unidn s o b r e  t o d o s  10s v a l o r e s  p o s i b l e s  d e  
. 4 y ,  
xo y d e  y o .  E l  d e f i n i r  e s t a s  c l a s e s  d e  e q u i v a l e n c i a  s i g n i f i c a  
r e c u p e r a r  l a s  s i m e t r i a s  r o t a s  por  e l  s o l i t 6 n :  y a  no se d i s t i n g u e  
. . 
e n t r e  d o s  s o l i t ~ n e s  que d i f i e r e n  en una t r a s l a c i o ' n  r r g i d a  o  en una 
I i ]  . . .  
: : 
- 
>.- . f a s e .  A 1  r e c u p e r a r  las s i m e t r i a s  10s a u t o v a l o r e s  n u l o s  de H 
;. 
- 
d e s a p a r e c e n .  
6, 
Vamos a m o s t r a r  a h o r a  con m & s  d e t a l l e  las  s i m u l a c i o n e s  
I numdr icas .  En t o d o s  10s c a s o s  tomamos como condicio'n i n i c i a l  un L : s o l i t o ' n  d e  v e l o c i d a d  c e r o  ( % = l T / 2  en ( 1 . 7 0 ) - ( 1 . 8 1 ) )  p e r t u r b a d o .  
I - -  
. .> (Recordemos que  con e s t a  e l e c c i d n  e l  Liapunov e s  d i r e c t a m e n t e  1 =%- 
/y 
HCqo] ) .  En a l g u n o s  c a s o s ,  p e r 0  no en t o d o s ,  ( dx q = O .  Repetimos 
10s c ~ l c u l o s  p a r a  d i s t i n t o s  s i g n o s  d e l  tdrmino no l i n e a l  d e  l a  DNLS 
, , I :._ N 
, . c. ( s =  2 1) y ana l i zamos  p e r t u r b a c i o n e s  con H[qo+5q] < g[qo]. En t o d o s  
' 
. . 
. . 10s c a s o s  encontramos 10s s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s .  
I .I; , -:  a- E l  p u l s o  i n i c i a l  d e c a e  en l a  superpos ic io 'n  d e  un s o l i t o ' n  mgs un 
t r e n  d i s p e r s i v o .  . ; 
L. b- E l  nuevo s o l i t d n  es muy p a r s c f d o  a 1  o r i g i n a l  p e r o ,  en  g e n e r a l ,  
I ,  t i e n e  v e l o c i d a d  no n u l a .  
c-  La d i f e r e n c i a  e n t r e  l a s  v e l o c i d a d e s  d e  ambos s o l i t o n e s  e s  mayor 
c u a n t o  mayor e s  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  10s v a l o r e s  que  toma l a  
. . 
c o n s t a n t e  Co en ambos c a s o s .  
d-  Cuando La d i f e r e n c i a  d e  v a l o r e s  d e  Co e s  p r g c t i c a m e n t e  n u l a ,  l a  
s o l u c i 6 n  t i e n d e  a  un s o l i t o ' n  con ipual  m6dulo que e l  original. A 1  
no e s t a r  a n a l i z g n d o s e  l a  f a s e ,  l a  ~ e r t u r b a c i o ' n  c o r r e s p o n d e  a 1  
e s p a c i o  r e d u c i d o .  
E s t o  puede  v e r s e  en  l a s  F i g u r a s  1 2  a 1 5  en  l a s  q u e  se compara 
e l  mo'dulo d e l  s o l i t g n  s i n  p e r t u r b a r ,  e n  t a d o s  10s o a s o s  con  d 
( l l ' n e a  l l e n a ) ,  con  e l  d e  l a  s o l u c i 6 n  q(x, t )  ( l c n e a  p u n t e a d a )  e n  
d i s t i n t o s  i n s t a n t e s .  L a  F i g u r a  1 2  c o r r e s p o n d e  a un s o l i t 6 n  con  
4 ,L\2=0.3 y  u n a  p e r t u r b a c i o k  d e  l a  fo rma  
con  Ao=l  Y qoi u n a  s o l u c i d n  t i p o  s o l i t o f i  d e  l a  fo rma  ( 1 . 7 8 ) - ( 1 . 8 1 )  
Y p a r g m e t r o s  4 0:sen $1~0.3, $161-0.1 .  E l  te ' rmino no  l i n e a l  es 
y. : .  n e g a t i v o  ( s = - 1 ) .  La p r e c i s i t h  d e l  c l i l c u l o  se  r e f l e j a  e n  l a  
,I r. 
pequei ia  v a r i a c i g n  d e  las c o n s t a n t e s  de movimiento .  En p a r t i c u l a r  
ry N 
\ ~ o ( t = 1 ) ( = 6 . 6 7 1 ,  \ ~ o ( t = 6 0 ) 1 = 6 . 6 6 7 ;  H ( t = l ) = - 1 . 5 2 6 ,  H( t=60)=-1 .527 .  
N 
En e s t e  c a s o  e n c o n t r a m o s  q u e  e l  v a l o r  d e  H e s  menor m i e n t r a s  q u e  e l  
-.# 
d e  1 Col  es mayor q u e  p a r a  l a  s i t u a c i 6 n  s i n  p e r t u r b a r  (H[qo]=-1.2,  
/Co[qo]1= 6 . 2 8 ) .  Luego d e  un t i e m p o  se o b s e r v a  un s o l i t o ' n  d e  
- 
para'rnetros 4 &2,$ q u e  wiaja con  u n a  v e l o c i d a d  n e g a t i v a .  E s t o  es 
fgcil d e  e x p l i c a r  u s a n d o  l a s  r e l a c i o n e s  (1.81) y ( 4 . 3 5 )  y 
d e s p r e c i a n d o  en  es ta  G l t i m a  l a  c a n t r i b u c i 6 n  d e  l a  r a d i a c i o ' n  ( b ) .  
Corn0 ( C O C ~ O +  'iq11> ICoCq011 = Z i T ,  e n t o n c e a  T>-d-, y ,  p o r  l o  t a n t o ,  
# - 
c o s  f < 0 .  P o r  o t r o  l a d o ,  como e s  s=-1, r e s u l t a  v=4 6 2 c o s d  <0. 
L a  F i g u r a  1 3  t ambidn  c o r r e s p o n d e  a un s o l i t k n  con  4 A 2 ~ 0 . 3  Y
una  p e r t u r b a c i d $  d e  l a  forma ( 4 . 4 2 )  aon 4 ~psenfr=0.7, A0=0.4 Y 4 % ~  
0 . 6 5 .  E l  t g r m i n o  no  l i n e a l  es  n e g a t i v o  (s=-1). P a r a  es ta  
Pigura 12 Se g r a f i c a n  l a s  a m p l i t u d e s  ( q ( x , t ) [  ( l i n e a  p u n t e a d a )  y 
\ q o ( x ) l  t l i n e a  l l e n a )  p a r a  d i s t i n t o s  i n s t a n t e s  t .  E l  p u l s o  i n i c i a l  
es de l a  forma qo+ 5 q con qo un s o l i t b n  ( 1 . 7 8 ) - ( 1 . 8 1 )  de v e l o c i d a d  
c a r o  ( = 2 y 4  n 2 = 0 . 3  y Sq d e  l a  forma ( 4 . 4 2 )  con Ao=l,  
4 d i s e n J 1 = 0 . 3  y 51-0 .1 .  El t e rmino  no l i n e a l  e s  n e g a t i v o  (s=-l), 
At-0 .5  y 21-590 con x t ( - 1 0 0 , 1 0 0 ) .  Vemos que la  ~ e r t u r b a c i ~ n  s61o 
- 
mueva l e n t a m e n t e  e l  s o l i t 6 n  h a c i a  l a  i z q u i e r d a .  En l a  F i g .  12-c 
podemos v e r  l a  componente d e  r a d i a c i 6 n  que se d i s p e r s a  con e l  
t iempo . 
Pigura 13 Idem F i g u r a  12 con 4 d 2=0 .3 ,  4 a b e n  T i - 0 . 7 ,  $ i=0.85 
y Ao=0.4. Vemos tambi6n en este  c a s o  un s o l i t d n  que  se  d e s p l a z a  
h a c i a  l a  i z q u i e r d a  con una v e l o c i d a d  mayor que  e l  d e  la f i g u r a  
a n t e r i o r .  B s t o  e s  d e b i d o  a  que ,  en este c a s o ,  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  
10s v a l o r e s  d e  Co p a r a  10s c a s o s  p e r t u r b a d o  y  s i n  p e r t u r b a r  e s  
mayor que  en l a  s i t u a c i o ' n  d e  l a  f i g u r a  a n t e r i o r .  
,.J 
s inu lac io 'n  e s  I ~ o ( t = l ) ~  = 7.045, ~ ~ o ( t = 8 0 ) ( =  7.032;  H ( t = l ) =  -1.150, 
' 3  ' u 
I ,<. 
-r H(t=80)=-1 .150 .  La per turbacic in  hace  c r e c e r  e l  v a l o r  d e  %. S i n  I (r . embargo, e l  nuevo s o l i t 6 n  v i a j a  con una v e l o c i d a d  n e g a t i v a  d e  v a l o r  
' . . a b s o l u t o  mayor gue  an e l  oaso  d e  l a  P i g u r a  1 2 .  Bste comportamiento 
.! ? . 
1 
i L ' I  puede e x p l i c a r s e  como a n t e s .  E l  hecho d e  que  e l  v a l o r  d e  ii s e a  a q u c  
mayor es  d e b i d o  a que  l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  10s v a l o r e s  d e  ( ~ o  1 a n t e s  
, ' 
, y d e s p u k  de  p e r t u r b a r  es tambign mayor. Se pueden e n c o n t r a r  
1, r $ i t u a c i a n e s  s i m i l a r e s  a  las d e  l a s  F i g u r a s  12 y 1 3  p a r a  s=l con l a  
d i f e r e n c i a  d~ que  en  e s e  c a s o  10s nuevos s o l i t o n e s  v i a j a n  h a c i a  l a  
' &e~saba. 
La F i g u r a  14 cor responde  a un s o l i t d n  con 4 ~ 2 = 0 . 1 4  y una 
- p e r t u r b a c i g n  d e  l a  forma 
con Ao=O. 1, 1 =30 ,  =20 y P=x-2. E l  tBrmino no l i n e a l  e s  p o s i t i v o .  
d 
Para e s t a  s imulacio 'n es  l c o ( t = l ) \  -6.282, ( ~ o ( t = 2 0 0 ) 1  = 6 . 2 8 7 ;  H(t=0 .25)=  
-0 .5441,  f i ( t=200)=-0.5441;  y [qo]=-0.56, \ ~ o [ q o ] ( = 6 . 2 8 .  En e s t e  
c a s o  l a  p e r t u r b e c i 6 n  aumenta e l  v a l o r  d e  m i e n t r a s  pue I C O ~  
p r a c t i c a m e n t e  no v a r i a .  S i  s 6 l o  comparamos 10s mbdulos d e  qo  y 
qo+ q e s t a  per turbacio /n  ac t f ia  como t a l  en e l  e s p a c i o  de f a s e s  
r e d u c i d o .  Observamos que ,  luego  d e  un t r a n s i t o r i o ,  e l  p u l s o  t i e n d e  
a 1  s o l i t o l n  no p e r t u r b a d o .  No continuamos l a  i n t e g r a c i c j "  numgrica 
mas a l l 6  d e  t = 2 0 0  y a  que  l a  r a d i a c i o f i ,  que  en r e a l i d a d  s e  d i s p e r s a ,  
- 
volv5a a e n t r a r  a 1  s i s t e m a  pe r tu rb t indo lo .  E s t e  e f e c t o ,  d e b i d o  a1 
- 
- 
Figura 14 Idem Figura 1 2 .  Ahora l a  perturbacio'n es d e  l a  forma 
( 4 . 4 3 )  con Ao=O.l ,  1 = 3 0  y =20 y e l  so l i to 'n  s i n  perturbar  e s  d e  
para/metros %=Ti-/2 y 4 a * = 0 . 1 4 .  E l  tBrmino no l i n e a l  e s  p o s i t i v o  
- 
(s=l), .& t = 0 . 2 5 ,  2N=570 y x +  ( -200 ,200) .  En este caeo, como ICo(  
prdct icamente  no v a r i a ,  l a  condicio'n i n i c i a l  e l e g i d a  t i e n d e  a1 
s o l i t d n  s i n  per turbar .  
u s o  d e  c o n d i c i o n e s  d e  c o n t o r n o  p e r i G d i c a s ,  no d e b e r i a  v e r s e  s i  l a  
l o n g i t u d  d e  p e r i o d i c i d a d  f u e r a  i n f i n i t a .  
Por  L l t i m o ,  l a  F i g u r a  15  c o r r e s p o n d e  a  un s o l i t 6 n  con 
4112=0.15 y  una pe r tu rbac io 'n  d e  l a  forma ( 2 . 9 )  con Ao=O.Ol, A =-loo,  
-[=14, p a r a  l a  c u a l  e s  \dx qfO. En e s t a  s i o u l a c i 6 n  e l  t6rmino no 
l i n e a l  e s  n e g a t i v o  y l a s  c o n s t a n t e s  v a r i a n  segdn \ ~ o ( t = l ) ( =  8.179,  
n) 1 G!o(t-2000) ( =  6.188;  H ( t = l ) =  -0.5999, i ( t = 2 0 0 0 ) =  -0.5999; m i e n t r a s  
.-A 
que H[qo]= - 0 . 6 ,  ( ~ o [ q o ] l =  6 . 2 8 .  En e s t e  c a s o  e s  (Co[qo+bql (<  
I Co[qo] 1 y ,  por  l o  t a n t o ,  observamos que e l  nuevo s o l i t o %  v i a j a  
h a c i a  l a  d e r e c h a .  
S e  conc luye  d e  e s t a s  s i m u l a c i o n e s  que  l a s  p e r t u r b a c i o n e s  s 6 l o  
impar ten  movimiento a  10s s o l i t o n e s  d e j a n d o  s u  forma pra 'c t icamente  
- i n v a r i a n t e .  Comprobamos gue en e s t e  caso oourre a l g o  similar a l o  
- deduc ido  por  Schar f  y  Wresz insk i  (1981) p a r a  l a  ecuac i6n  KdV: una 
p e r t u r b a c i b n  s6l0 t r a s l a d a  levemente e l  a u t o v a l o r  d e l  e s p e c t r o  
- 
- d i s c r e t o  a s o c i a d o  a 1  s o l i t o ' n ,  p e r 0  no l o  d e s t r u y e  n i  c r e a  nuevos 
- 
a u t o v a l o r e s .  E s  i n t e r e s a n t e  n o t a r  tambign l a  peque5a va r i ac io f i  que  
- 
- produce  l a  i n t e g r a c i o h  num&rica en l a  combinacio'n d e  c o n s t a n t e s  
- rJ 
H=2C1-4 44C-1 que  d e f i n e *  e l  Liapunov d e l  s i s t e m a .  La var iac io ;  
e n c o n t r a d a  p a r a  C-1 y Ci por  
d e l  1 o 2 % ) .  
s e p a r a d o  e s  b a s t a n t e  mayor ( d e l  
C , ,  1 ' 1 ' 1 +  
- t = 2000 - 
Figura 15 Idem F i g u r a  12 .  Ahora e l  s o l i t o ' n  e s  d e  p a r g m e t r o s  
4 42=0.15 y $ = K / 2  y l a  p e r t u r b a c i o ' n  e s  d e  l a  f o r m a  ( 2 . 9 )  con  
A o = 0 . 0 1 ,  1 = 1 4 y  > = - l o o .  E l  t g r m i n o  no  l i n e a l  es  n e g a t i v o ,  
A t = 2 ,  2N=600 y x e ( - 2 0 0 , 2 0 0 ) .  Vernos en  es t e  c a s o  un s o l i t o ' n  q u e  
v i a j a  h a c i a  l a  d e r e c h a .  . E s t o  e s  d e b i d o  a  que l a  p e r t u r b a c i o ' n  
p r o v o c a  u n a  d i s m i n u c i d n  en  e l  v a l o r  d e  1 ~ 0 1 .  Pudimos s e g u i r  l a  
i n t e g r a c i 6 n  n u m g r i c a  h a s t u  t = 2 0 0 0  d e b i d o  a q u e  l a  componente  d e  
r a d i a c i o ' n  es d e s p r e c i a b l e ,  como se ve e n  l a  F i g .  15-c. 
V .  ESTADISTICA DE SOLITONES DE ALFVEN. CALCULO DE LA DISTRIBUCION 
DE SOLITONES COMO FUMCION DE LAS CONDICIONES INICIALES. 
En l a  i n t r o d u c c i 6 n  p r e s e n t a m o s  10s d i s t  i n t o s  mBtodos 
e s t a d i s t i c o s  q u e  s u e l e n  emplearse p a r a  s i s t e m a s  d i n g m i c o s  con  
e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  no  l i n e a l e s  y s o l i t o n e s .  Veamos e n t o n c e s  
c6mo podemos a p l i c a r  a l g u n o  d e  e l l o s  a1 c a s o  d e  la t u r b u l e n c i a  d e  
Alfve 'n .  
V i m o s  q u e  10s c o n g r e g a d o s  e n  e l  primer g r u p o  ( K i n g s e p  e t  a l . ,  
1973 y Rudakov y T s y t o v i c h ,  1978)  f u e r o n  d e s a r r o l l a d o s  para l a s  
e c u a c i o n e s  d e  Zakha rov .  PodrEamos e n t o n c e s  t ra tar  d e  e x t e n d e r l o s  a1 
p a r  d e  e c u a c i o n e s  ( 1 . 6 0 ) .  E s t a s  e c u a c i o n e s  p o s e e n  s o l i t o n e s  muy 
s i m i l a r e s  a 10s d e  l a  e c u a c i d n  DNLS. En p a r t i c u l a r ,  10s s o l i t o n e s  
1 . 7 ) - ( 1 . 1 )  con 7f = X / 2  s o n  s o l u c i o n e s  d e  ( 1 . 6 0 )  y  10s d e  
v e l o c i d a d  v  ( 1 . 8 1 )  t a l  q u e  lv 1 < < I  l o  s o n  e n  fo rma  ap rox imada .  S i  
b i e n  n o  e x i s t e n  s i m u l a c i o n e s  n u m g r i c a s  d e  l a s  e c u a o i o n e s  ( 1 . 6 0 )  n i  
e s t u d i o s  a n a l z t i c o s  q u e  p e r m i t a n  d e d u c i r  como i n t e r a c t d a n  s o l i t o n e s  
Y o n d a s  s o n o r a s ,  podemos s u p o n e r  q u e  10s p r i m e r o s  pueden  f u s i o n a r s e  
o  r o m p e r s e  d e b i d o  a l a  p r e s e n c i a  d e  l a s  s e g u n d a s .  S i g u i e n d o  10s 
metodos  e s t a d i s t i c o s  mencionados  podrl'amos d e s c r i b i r  10s e s t a d o s  
a c c e s i b l e s  d e l  s i s t e m a  como d e  N s o l i t o n e s  i d g n t i c o s  con  N v a r i a b l e  
d e b i d o  a e s t o s  p r o c e s o s  d e  fus io 'n  y  r u p t u r a .  
Los m6todos d e s c r i p t o s  en  s egundo  l u g a r  s o n  m6s a d e c u a d o s  
p a r a  e l  c a s o  de l a  ecuacio 'n  DNLS, y a  q u e  gsta e s  t o t a l m e n t e  
i n t e g r a b l e .  P e r o  para p o d e r  apl icar  e l  t r a t a m i e n t o  d e  Matsuno 
(1977) e s  n e c e s a r i o  o b t e n e r  una e x p r e s i &  d e  l a  f u n c i 6 n  d e  
d i s t r i b u c i 6 n  d e  s o l i t o n e s  como f u n c i o n a l  d e  las  c o n d i c i o n e s  
i n i c i a l e s  o ,  a 1  menos, c o n t a r  con una est imacio 'n d e l  ndmero d e  
s o l i t o n e s  p a r a  poder  u s a r  e l  t r a t a m i e n t o  d e  Meiss y  Horton (1982) .  
Haremos e s t e  c i i l c u l o  m6s a d e l a n t e  en e s t e  cap l ' t u lo .  
Algo que c a r a c t e r i z a  10s d o s  m6todos mencionados e s  e l  hecho 
d e  suponer  que  un e s t a d o  d e l  s i s t e m a  est6 formado p r i n c i p a l m e n t e  por  
s o l i t o n e s .  M i e n t r a s  en e l  p r imer  grupo t o d o s  10s e s t a d o s  con nGmero 
d e  s o l i t o n e s  e n t r e  1 y  un v a l o r  mgximo son e q u i p r o b a b l e s ,  en  e l  
segundo e l  peso  r e l a t i v o  d e  cada  e s t a d o  e s  e l  d e  l a  condicio'n 
i n i c i a l  que  l e  d i o  l u g a r  ( s e  p r e p a r a  e l  ensamble e s t a d c s t i c o  s o b r e  
l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ) .  En e l  t e r c e r  m6todo p r e s e n t a d o  ( f u n c i o n  
d e  p a r t i c i 6 n )  tambi6n encontramos s o l i t o n e s ,  y a  que  en e l  c a s o  d e l  
e jemplo  (1 .34)  ( e c u a c i 6 n  S-G), e 's tos minimizan l a  energl 'a .  Pe ro ,  si 
queremos a p l i c a r  e s t e  metodo a1 c a s o  de l a  ecuac i6"  DNLS n o s  
ha l l amos  a n t e  e l  mismo problema que  e n f r e n t 6  Tasso  (1983)  en e l  c a s o  
KdV. E l  h a m i l t o n i a n o  d e  e s t a s  e c u a c i o n e s  no e s  l a  s n e r g i a .  Peor  
a;n, en e l  e s p a c i o  d e  l a s  f u n c i o n e s  no e s t 6  a c o t a d o  i n f e r i o r m e n t e .  
Por  o t r o  l a d o ,  s i  e l i g i 6 r a m o s  una d i s t r i b u c i o ' n  can6nica en e n e r g f a  
10s s o l i t o n e s  no s e  m a n i f e s t a r i a n ,  y a  que no son ex t remos  d e  e s t e  
f u n c i o n a l .  En e l  ~ a p i t u l o  a n t e r i o r  vimoa q u s  10s s o l i t o n e s  de l a  
ecuac i6n  DNLS a n u l a n  l a  p r i m e r a  v a r i a c i 6 n  d e l  h a m i l t o n i a n o  somet ido  
a d o s  v i n c u l o s  (C-1 y Co c o n s t a n t e s ) .  S i  s e  p u d i e r a  d e m o s t r a r  
r i g u r o s a m e n t e  n u e s t r o  r e s u l t a d o  aproximado, e s  d e c i r ,  que son 
minimos d e  H con e s t o s  v i n o u l o s ,  estariamos en sandio$ens# d e  
e x t e n d e r  e l  t r a b a j o  d e  Rajaraman y Raj-Lakshmi (1982).  Se podrl'a 
proponer  una funcio'n d e  p a r t i c i o ' n  d e  l a  forma ( 1 . 3 5 )  con e l  
h a m i l t o n i a n o  d e  l a  DNLS (H=2C1) reemplazando S(Q-QO) p o r  b (c-I-K) . 
>(Co-D), s i e n d o  K y D 10s v a l o r e s  f  i j o s  d e  C-I y Co. P a r o ,  i cud1 
s e r z a  l a  j u s t i f i c a c i h  d e  e s t a  d i s t r i b u c i 6 n  d e  p r o b a b i l i d a d e s ?  P a r a  
e l l o  vamos a u s a r  a lguno  d e  10s elementos  d e  10s mBtodos d e l  c u a r t o  
g rupo .  
Consideremos l a  p r o b a b i l i d a d  en e l  e s p a c i o  d e  f u n c i o n e s  
~2(q,t) d q  d e  que e l  s i s t e m a  s e  h a l l e  a l r e d e d o r  d e l  e s t a d o  q a1 
t iempo t .  En e l  caso d e  un s i s t e m a  h a m i l t o n i a n o ,  como l a  e c u a c i o 5  
n DNLS, l a  d e n s i d a d  3 s a t i s f a c e  l a  ecuac i6n  d e  L i o u v i l l e  (Haken, 
1978) 
con H = 2 C 1  y { , } e l  c o r c h e t e  d e  Po i s son  d e f i n i d o  en (1 .75) .  En 
p a r t i c u l a r ,  si  tomamos una d e n s i d a d  7 que s e a  funcio'n d e  a l g u n a  
c o n s t a n t e  d e  movimiento de l a  ecuacio'n dinarmica v a l d r g  
Por  l o  t a n t o  las  p r o b a b i l i d a d e s  a s o c i a d a s  a una d i s t r i b u c i o %  
c a n h i c a  en energl 'a o  l a  extensio 'n d e  ( 1 . 3 5 )  son s o l u c i o n e s  d e  (5.1) 
t. De este modo t r a s l a d a m o s  e l  problema a l a  elecc io 'n  d e  l a  
c o n d i c i 6 n  inicial y no hay nada que now haga ino l inar  po r  una u 
o t r a .  
Ahora b i e n ,  s i  agregamos  r u i d o  b l a n c o  y d i s i p a c i 6 n  a l a  
%!7 
ecuac io 'n  d i n g m i c a ,  l a  f u n c i 6 n  " d e b e r g  s a t i s f a c e r  u n a  ecuac io 'n  t i p o  
F o k k e r - P l a n c k  ( 1 . 3 6 ) .  Puede  d e m o s t r a r s e  en c i e r t o s  c a s o s  q u e  es ta  
e c u a c i 6 n  p o s e e  u n a  s o l u c i 6 n  d e  e q u i l i b r i o  70 q u e  adem6s es  un 
a t r a c t o r  (Graham, 1 9 7 8 ) .  P o r  l o  t a n t o ,  c u a l q u i e r  c o n d i c i 6 n  i n i c i a l  
t e n d e r 6  a e s a  s o l u c i 6 n  d e  e q u i l i b r i o  p a r a  l a  d e n s i d a d  d e  
p r o b a b i l i d a d .  De e s t e  modo, t e n i e n d o  en  c u e n t a  e n  fo rma  r ea l i s t a  
10s t g r m i n o s  d e  r u i d o  y d i s i p a c i 6 n  q u e  d e b e r g a n  agregarse a l a  
e c u a c i 6 n  DNLS podr i amos  j u s t i f i c a r  l a  e l e c c i o ' n  d e  una  d a d a  medida  
i n v a r i a n t e .  E s  d e  e s p e r a r  q u e ,  si con  e s t o s  n u e v o s  t z r m i n o s  10s 
s o l i t o n e s  s i g u e n  predominando  s u  p e s o  d e b e r i a  m a n i f e s t a r s e  t amb i6n  
n 
en l a  d e n s i d a d  d e  p r o b a b i l i d a d  y o .  
De t o d o s  e s t o s  m6todos  e s t a d l ' s t i c o s ,  n o s  i n t e r e s a n  10s d e l  
s egundo  g r u p o ,  aun  cuando  en  e l  pr6x imo c a ~ f t u l o  vamos a h a c e r  u n a  
- 
a p l i c a c i o n  ad-hoc d e  10s mencionados  e n  primer l u g a r .  Y a  q u e  
d i s c u t i m o s  un poco  a c e r c a  d s  l a  j u s t i f i c a c i o ' n  d e  l a  e l a c c i o ' n  d e  u n a  
d e t e r m i n a d a  d i s t r i b u c i 6 n  d e  p r o b a b i l i d a d  en  b a s e  a l a s  e c u a c i o n e s  d e  
L i o u v i l l e  y Fokke r -P l anck ,  es i n t e r e s a n t e  a n a l i z a r  e n  este marco e l  
m6todo d e  Matsuno ( 1 9 7 7 ) .  E s t e  mgtodo c o n s i s t e  e n  supon 'e r  q u e  l a  
s o l u c i o ' n  a s i n t o t i c u  d e  u n a  e c u a c i d n  d e  evoluc io 'n  t o t a l m e n t e  
i n t e g r a b l e  pueds s s c r i b i r s e  como 
donde q o i  represents u n a  s o l u c i g n  de t i p o  s o l i t o / n  d e  p a r c m e t r o s  
{ A >  1 u b i c a d o  i n i c i a l m e n t e  en e l  p u n t o  x o i  y con  u n a  f a s e  i n i c i a l  
0 S u e l e  s u p o n e r s e  q u e  las c a n t i d a d e s  y o i  y x o i  e s t g n  
d i s t r i b u i d a s  a 1  a z a r  con u n a  d i s t r i b u c i 6 n  u n i f o r m e  s o b r e  un d a d o  
i n t e r v a l o .  De e s t e  mado, s d l o  se m a n t i e n e  l a  d e p e n d e n c i a  con  las  
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  a t rave 's  d e  10s p a r g m e t r o s  { b ; ] .  Ahora 
b i e n ,  l a  ecuaci6 'n  qus d e b e  s a t i s f a c e r  p ( q , t )  en  e l  c a s o  t o t a l m e n t e  
i n t e g r a b l e  es la d e  L i o u v i l l e  (5.1), p o r  l o  q u e  v a l e  l a  r e l a c i o ' n  
( 5 . 2 )  si ?(g,0) es f u n c i 6 n  dde c o n s t a n t e s  de  m o v i n i e n t o .  P o r  
e j e m p l o ,  s i  e l eg i rnos  i n i c i a l m e n t e  u n a  f u n c i g n  d e  l a  e n e r g i a ,  t o d o s  
10s e s t a d o s  d e  i g u a l  energ l ' a  serain e q u i p r o b a b l e s .  , P e r o  e n  l a  
e x p r e s i g n  ( 5 . 3 )  se es t6  s u p o n i a n d o  q u e  10s e s t a d o s  a 10s que accede 
e l  s i s t e m a  s o n  10s q u e  se o b t i e n e n  Gnicamente  como s u p e r p o s i c i o f i  d e  
< [ .  ' s o l i t o n e s .  Lo q u e  s u c e d e  es gue, a1 despreciar l a  componente  de 
. . r a d i a c i 6 n  en  ( 5 . 3 ) ,  se  d a  p o r  hecho  q u e  6sta se  d i s i p a .  De e s t e  
. . 
modo, 10s s o l i t o n e s  p a s a n  a ser a t r a c t o r e s  d e  l a  e c u a c i d n  d i n g m i c a  
Y ,  p o r  l o  t a n t o ,  s o n  10s e s t a d o s  m 6 s  p r o b a b l e s .  En c o n s e c u e n c i a ,  si 
c o n o c i 6 r a m o s  l a s  v a r i a b l e s  a n g u l o - a c c i 6 n  p a r a  l a  DNLS y s u s  
, .  e c u a c i o n e s  d e  e v o l u o i 6 n  ( a n i l o g a s  a l a s  gus a g a r a c s n  en ( 1 . 2 5 ) )  e l  
s i g n i f i c a d o  d e l  m6todo se r e f l e j a r i a  en  l a  i n t r o d u c c i 6 n  d e  t g r m i n o s  
d e  d i s i p a c i o ' n  e n  las e c u a c i o n e s  d e  e v o l u c i 6 n  d e  las  v a r i a b l e s  
v i n c u l a d a s  a l a  a m p l i t u d  d e  l a  componente  d e  r a d i a c i o f i .  Pasando  d e  
l a s  e c u a c i o n e s  en  10s p a r h e t r o s  d e  l a  t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  a las 
v a r i a b l e s  o r i g i n a l e s  ( r  y q )  obtendrl 'amos l a  e x p r e s i 6 n  para l a  n u e v a  
e c u a c i 6 n  d i n g m i c a  ( q u e  d e b e r z a  d e p e n d e r  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  
i n i c i a l e s ,  y a  q u e  c a d a  c o n d i c i 6 n  i n i c i a l  d a  l u g a r  a l a  f o r m a c i h  d e  
un t r e n  d e t e r m i n a d o  d e  s o l i t o n e s ) .  A pa r t i r  d e  6sta podr ramos  
o b t e n e r  l a  ecuacidn de q v o l u c i 6 n  para l a  d e n s i d a d  de p r o b a b i l i d a d  
3 J ( q j t ) .  I n t e g r i n d o l a  a p a r t i r  d e  u n a  d a d a  d i s t r i b u c i 6 n  d e  
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ,  podriamos o b t e n e r  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  
d i s t r i b u c i 6 n  d e  s o l i t o n e s .  Pe ro  como e s t o  e s  b a s t a n t e  e s p e c u l a t i v o ,  
en e s t e  c a p i t u l o  vamos a  e x t e n d e r  e l  c h l c u l o  d e  Karpman y  Sokolov 
(1968)  a 1  c a s o  d e  e c u a c i o n e s  t o t a l m e n t e  i n t e g r a b l e s  con s o l i t o n e s  d e  
d o s  p a r 6 m e t r o s .  
E l  t r a b a j o  d e  Karpman y Sokolov que  acabamos d e  mencionar  
d e s a r r o l l a  un m6todo p a r a  d e t e r m i n a r  10s pargmet ros  d e  10s s o l i t o n e s  
en e l  c a s o  d e  l a  ecuac i6n  KdV usando las  c o n s t a n t e s  d e  movimiento d e  
d i o h a  e c u a c i 6 n .  E s t e  metodo f u e  d e s a r r o l l a d o  contemgor6neamente a 
l a  r e s o l u c i o n  de  l a  ecuacio'n KdV p o r  e 1  mStodo d e  l a  T E I  (Gardner  e t  
a l . ,  1967) .  Nosot ros  mostraremos co'mo s e  l o  puede d e r i v a r  usando 
l a s  h e r r a m i e n t a s  d e  l a  T E I .  
Consideremos l a  ecuac ion  KdV ( 1 . 2 ) .  Como y a  d i j i m o s  en l a  
i n t r o d u c c i 6 n ,  e l  p r o b l e m  d e  d i s p e r s i 6 n  a s o c i a d o  es ( 1 . 7 )  con r=l. 
Los a u t o v a l o r e s  d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o  son i m a g i n a r i o s  p u r o s  
j k = i T h  y las  Gnicas  c o n s t a n t e s  d e  movimiento Cn no n u l a s  son 
l a s  impares  que  s e  v i n c u l a n  con 10s parr imetros d e  d i s p e r s i o n  a 
t r a v e s  d e  ( 1 . 2 1 ) .  S i  l a  r a d i a c i o k  puede d e s p r e c i a r s e  r e s u l t a  
donde d e f i n i m o s  l a s  v a r i a b l e s  Szrn-l= (- l )m (2m-1) C z r n - 1 / 2 ~ ~  p a r a  
d e s h a c e r n a s  d e  las  c o n s t a n t e s  numdricas .  I n t r o d u c i e n d o  l a  n o t a c i 6 n  
(Karpman y Sokolov,  1968) 
R. .-. ;. ., . 
. - 
. . 
s e  puede v e r  que 10s N v a l o r e s  q k > 0  son  las r a i c e s  d e l  po l inomio  
d e  orden n=N. E s  f a ' c i l  m o s t r a r  ( v e r  ap6nd ice  en e l  t r a b a j o  d e  
Karpman y Sokolov,  1968) que l a s  c a n t i d a d e s  G3 pueden e s c r i b i r s e  
en f u n c i 6 n  d e  l a s  Szm-1 con l<m{N r e s o l v i e n d o  un s i s t e m a  l i n e a l  d e  
e c u a c i o n e s .  E l  problema es que e l  orden d e l  pol inomio depende d e l  
ndmero d e  s o l i t o n e s  que  tambie'n e s  una i n c 6 g n i t a .  P a r a  d e t e r m i n a r  N 
l o  que se hace es i r  v a r i a n d o  e l  orden n d e  Pn(z) p a r t i e n d o  d e  n=l 
basta o b t e n e r  un orden p a r a  e l  que  t o d a s  l a s  r a i c e s  7 k son  
positivas. Se supone que  e s e  orden es n=N. O b t e n i d a s  e s t a s  ral 'ces  
quedan autom6t icamente  de te rminados  10s para'metros d e  10s s o l i t o n e s  
en 10s que decaer6 l a  condicia 'n  i n i c i a l  a 1  s e g u i r  l a  evolucio'n dada  
po r  l a  ecuac i6n  KdV. Como s e  d e s p r e n d e  d e  l a  e x p r e s i d n  (1 .44)  p a r a  
- 10s s o l i t o n e s  KdV, s is tos  dependen d e  un d n i c o  para'metro: s u  
v e l o c i d a d  v  o  s u  ampl i tud  A=v/2. Cada ampl i tud  Ak s e  v i n c u l a  con 
e l  a u t o v a l o r  c o r r e s p o n d i e n t e  7 r, y por  l o  t a n t o  con una r a f i  d e  
PN(z), segun 
7 
Dada una c o n d i c i 6 n  i n i c i a l  p a r a  l a  ecuac idn  KdV d e  l a  forma 
es p o s i b l e  d e f i n i r  e l  ~ a r a ' m e t r o  de s i m i l a r i d a d  s=l uo1/2 d e  mado 
q u e  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  con  i g u a l  p e r f i l  h(X) pueden  c l a s i f i c a r s e  
d e  a c u e r d o  a1 v a l o r  d e  s.  En p a r t i c u l a r ,  d a d a  u n a  f u n c i 5 n  h(X) 
f i j a ,  e l  nGmero d e  s o l i t o n e s  y s u s  v e l o c i d a d e s  s610 dependera 'n  d e  s. 
Llamando I n  a 1  i n t e r v a l 0  d e  v a l o r e s  d e  s p a r a  e l  c u a l  t o d a s  l a s  
r a i c e s  d e  ( 5 . 6 )  s o n  r e a l e s  y p o s i t i v a s  se  puede  v e r  q u e  I n  e 
I n - 1  t i e n e n  i n t e r s e c c i d n  no  n u l a  (Karpman y S o k o l o v ,  1 9 6 8 ) .  S i  
l lamamos Sn a 1  e x t r e m o  i z q u i e r d o  d e  In r e s u l t a  S n e  I n - I .  P a r a  e l  
p o l i n o m i o  d e  o r d e n  n  e s  7 l ( s n ) = O ,  7 1 ( s n ) > O  ( l < i < n )  y para e l  d e  
- 
o r d e n  n-1  7 ' i ( ~ n ) > O  ( l $ i < n )  donde  l o s  v a l o r e s  { 3'1) s o n  10s 
d e  l a s  n-1 ral'ces p o s i t i v a s  d e  Pn.  E s t o  puede  o b s e r v a r s e  e n  l a  
F i g u r a  1 d e  Karpman y Soko lov ,  1968. 
Vamos a e x t e n d e r  es t e  t r a t a m i e n t o  p a r a  c u b r i r  e l  c a s o  d e  , 
s o l i t o n e s  a s o c i a d o s  a a u t o v a l o r e s  c o m p l e j o s  d e l  p r o b l e m a  (1.7), es  
d e c i r ,  s o l i t o n e s  q u e ,  como 10s d e  l a  ecuacio 'n  DMLS, dependen  d e  d o s  
p a r a i n e t r o s .  Todo l o  q u e  n e c e s i t a m o s  e s  c o n o c e r  l a  expres io 'n  d e  l a s  
c o n s t a n t e s  d e  movimien to  en  func io% d e  d i c h o s  a u t o v a l o r e s .  Como 
s i e m p r e ,  e s t o s  r e s u l t a d o s  v a l e n ,  e n  e l  c a s o  d e  l a  e c u a c i d n  DNLS, 
p a r a  e l  prob lema  t r a n s f o r m a d o  ( 1 . 6 7 )  d e  a u t o v a l o r  j = A 2 .  D e f i n i m o s  
en t o n c e s  
donde N es e l  nurnero d e  s o l i t o n e s .  En tonces ,  l a s  c a n t i d a d e s  S z m - x  
I . pueden e s c r i b i r s e  como 
es d e c i r ,  t i e n e n  l a  m i s m a  expresio'n que las ~ 2 k - 1  en f u n c i 6 n  d e  
. . 
1 )  I. en e l  c a s o  KdV. Mas a h ,  en d i c h o  c a s o  10s a u t o v a l o r e s  5 I. 
'!I. t i e n e n  l a  forma ? * = i ? . c o n  ?*>0. Por l o  t a n t o ,  l a  d e f i n i c i &  
i- ( 5 . 1 0 )  d a  p a r a  el c a s o  KdV d k= d k + ~ =  v k  (l<k<N). Aniilogamente a - l o  hecho en e s e  c a s o ,  d e f i n i m o s  2N c a n t i d a d e s  ui como en (5.5), 
1 .  I I donde en l u g a r  d e  9 i debe a p a r e c e r  i. Todos 10s 0-5 a s 5  d e f i n i d o s  - 
. . 
r e s u l t a n  reales. Por  l o  t a n t o ,  e l  pol inomio 
p o s e e r a  r a i c e s  r e a l e s  o  p a r e s  d e  r a z c e s  comple jas  con jugadas .  En 
' . . p a r t i ~ u l a r .  10s N v a l o r e s  -i ij L y BUS conjugados  i Tk* son t o d a s  
1 l a s  ra i c s s  del pol inomio PzN(z). Se sigue e n t o n ~ e s  el m i ~ m o  esquemta 
q u e  e l  d e s a r r o l l a d o  en e l  c a s o  KdV. Se va v a r i a n d o  e l  orden d e l  
- 1 polinomio dssde 2n=2. Se computan l a s  o a n t i d a d e s  cd como f u n c i o n  
u de  l a s  p r i m e r a s  2n c o n s t a n t e s  d e  movimiento impares  Czr-I, l i k t 2 n  
, . 
r e s o l v i e n d o  un sistema l i n e a l  d e  e c u a c i o n e s .  Dado q u e  t o d o s  10s 
v a l o r e s  d e  j k  en  e l  p r o b l e m s  d e  l a  TEI s o n  t a l es  q u e  I m ( f k ) > O ,  
10s v a l o r e s  d e  d k  s a t i s f a c e n  R e ( d k ) > O  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  e l  p r o c e s o  
'1:. se  d e t i e n e  cuando se l l ega  a un o r d e n  t a l  q u e  t o d a s  las  ra l ' ces  d e l  
f':, p o l i n o m i o  Sean c o m p l e j a s  c o n j u g a d a s  con p a r t e  rea l  p o s i t i v a .  
Ahora b i e n ,  t a n t o  -i f k coma i f k* s o n  ra l ' ces  d e l  p o l i n o m i o  
.1 
P~N(z), l u e g o  d a d a  una  r a z z  d k con p a r t e  r e a l  ~ o s i t i v a  no 
podenos  s a b e r  si e s  i g u a l  a  - i l k  o  a i Fr*. E s  d e c i r ,  este  c i l c u l o  
n o  d e t e r m i n a  e l  s i g n o  d e  R e (  5 k ) .  P a r a  d e t e r m i n a r l o  podemos u s a r  
l a s  W p r i m e r a s  c o n s t a n t e s  p a r e s .  Esc r ibamos  c a d a  a u t o v a l o r  como 
donde  10s v a l o r e s  ak y bk (positives) se conocen d e l  c & l c u l o  
a n t e r i o r  y s k  e s  un s i g n 0  a d e t e r m i n a r .  E n t o n c e s ,  una  c o n s t a n t e  
d e  rnovimiento p a r  se  podr& p o n e r  como 
;C . 1 y, como sk2 j - l=sk ,  usando  l a s  N p r i m e r a s  c o n s t a n t e s  de movimiento  
- I 
8 .  
pares tenemos un s i s t e m a  d e  N e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  a p a r t i r  d e l  cual 
.I 
0 9  ' pueden d e t e r m i n a r s e  10s N s i g n o s  s k .  
L . .  
Apl icamos  e a t e  m6todo a l a  ecuacio'n DNLS. En este c a s o ,  s i  
1. l a  c o n d i c i c h  i n i c i a l  es t a l  q u e  \ C o l < l T l a  s e g u n d a  e t a p a  d e l  c ; lcu lo  
I 
. . puede  s a l t e a r s e .  E s t o  e s  d e b i d o  a q u e ,  d e s p r e c i a n d o  l a  r a d i a c i o ' n ,  
I Co 1 puede  e s c r i b i r s e  como 1 Caj = 246-i donde  c a d a  -6k s a t i s f a c e  0<-&<7i-. 
Y:r 
Por l o  t a n t o  (Co\ <2-ii=) $*< F/2. Cada v a l o r  d e  f k se v i n c u l a  con  
e l  a u t o v a l o r  5 k  segu'n ( 1 . 8 2 )  donde  s e s  e l  s i g n o  d e  l a  n o  l i n e a l i d a d  
en  l a  e c u a c i 6 n  DNLS. S e  d e s p r e n d e  e n t o n c e s  s u e  t o d o s  10s v a l o r e s  d e  
Re( k) ser& p o s i t i v a s  si s=1 y negatives en  c a s o  c o n t r a r i o .  
E s t u d i a m o s  e l  c a s o  d e  una  condic io 'n  i n i c i a l  d e  l a  fo rma  ( 2 . 9 )  
p a r a  v a r i a b l e  con  Aa y f i j o s ,  Ao=0.5, J! = I 4  (ana ' logamente  a l o  
hecho  en  e l  c a p i t u l o  3 ) .  En l a  F i g u r a  1 6  pueden  v e r s e  10s v a l o r e s  
d e  I m ( g r )  como f u n c i 6 n  d e  1 ~ x 1 .  La  v a r i a c i 6 n  d e  I m ( f  i) con  \CI\ 
es similar  a Pa d e  k con  s o b t e n i d a  e n  e l  t r a b a j o  d e  Karprnan y 1 
S o k o l o v  (lQ68). A n e d i d a  q u e  aumenta  ( C L I  (CI e s  s i e n p r e  n s g a t i v a )  
van a p a r e c i e n d o  n u e v a s  rarces y ,  p o r  l o  t a n t o ,  n u e v o s  s o l i t o n e s .  
E s t e  c i i l c u l o  a b a r c a  l a s  s i m u l a c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a l a s  F i g u r a s  
7-9 d e l  C a p i t u l o  I11 ( c r u c e s  e n  l a  F i g u r a  1 6 ) .  Los  v a l o r e s  d e  # k  
o b t e n i d o s  con  es te  mBtodo concue rdan  b i e n  con 10s q u e  pueden  
estimarse a p a r t i r  d e  las  f i g u r a s  d e l  C a p s t u l o  111, seg6n se  m u e s t r a  
en  l a  T a b l a  I .  
Figura 16 Se mues t r an  10s v a l o r e s  d e  I m 3 k  ( p a r t e  i m a g i n a r i a  d e  
10s a u t o v a l o r e s  d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o  d e l  problema d e  d i s p e r s i o ' n  
( 1 . 6 0 )  con 5 = A 2 )  en  funcidn  d e  ( Ci I ( l g n e a  l l e n a )  p a r a  una  
condicio 'n  i n i c i a l  d e  l a  forma ( 2 . 9 )  con Ao=0.5, R=14 y d i s t i n t o s  
v a l o r e s  d e  A . E s t o s  v a l o r e s ,  q u e  c o r r e s p o n d e n  a s=-1, f u e r o n  
o b t e n i d o s  a p a r t i r  d e  l a s  p r i m e r a s  c o n s t a n t e s  d e  movimiento d e  l a  
ecuacio'n DNLS d e s p r e c i a n d o  l a  componente ds radiaoibn.  I n d i c a d o a  
con c r u c e s  a p a r e c e n  10s v a l o r e s  que  pueden d e d u c i r s e  d e  las  F i g u r a s  
7-10, l a s  q u e  f u e r o n  o b t e n i d a s  med ian te  u n a  i n t e g r a c i o ' n  nume'rica d e  
l a  e c u a c i d n  DNLS. 
TABLA I 
F i g u r a  c o r r e s p .  V a l o r e s  d e  3 k V a l o r e s  d e  ' 5  k 
en e l  Cap. I11 o b t e n i d o s  con e l  e s t i m a d o s  a  p a r t i r  d e  
m6todo d e  Karpman-Sokolov l a s  f i g u r a s  d e l  C.111 
- 0 . 2 2 + i  0 . 2 0  
no s e  puede o b s e r v a r  
no se puede o b s e r v a r  
Los a u t o v a l o r e s  que no pueden d e d u c i r s e  d e  l a  s i m u l a c i 6 n  
numgrica,  a1 menos a  s i m p l e  v i s t a ,  co r responden  a  s o l i t o n e s  d e  a l t a  
1: . . . v e l o c i d a d  y a m p l i t u d e s  muy pequenas que  e n t r a n  d e n t r o  d e  l a  f r a n j a  
t .  de e r r o r  p r o d u c i d a  por  haber  d e s p r e c i a d o  l a  r ad iac io 'n .  Por  o t r o  
- 
l a d o ,  e s t o s  a u t o v a l o r e s  dependen f u e r t e m e n t e  de l a  p r e c i s i d n  d e l  
+ c 6 l c u l o .  Por  ambas r a z o n e s  no t i e n e  s e n t i d o  c o n s i d e r a r l o s .  
P a r a  l a  ecuacio'n DNLS tambien puede d e f i n i r s e  un pargmetro  de  
, w .  
- 
s i m i l a r i d a d  s = u o 2 1  si l a  c o n d i c i d n  i n i c i a l  es  d e  l a  fo rma  (5.7) 
donde  a h o r a  h  es  u n a  funci6n c o m p l e j a .  C l a r a m e n t e ,  este para'metro 
no s i r v e  p a r a  u n a  c o n d i c i 6 n  i n i c i a l  d e  l a  fo rma  ( 2 . 9 )  ya q u e  e x i s t e n  
d o s  l o n g i t u d e s  c a r a c t e r i s t i c a s :  p a r a  l a  f a s e  y 1 p a r a  e l  
e n v o l t o r i o .  E s  p o r  eso q u e  d e c i d i m o s  g r a f i c a r  10s v a l o r e s  d e  
In( 3 k )  en  f u n c i o n  d e  ( ~ 1 1 .  
Volvamos a h o r a  a l a  i g u a l d a d  (5 .3) .  Cuando e l  nGmero d e  
s o l i t o n e s  es s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e  s e  d e b e  p o d e r  p a s a r  d e  l a  
s u m a t o r i a  d i s c r e t a  a u n a  d i s t r i b u c i 6 n  c o n t i n u a  s o b r e  e l  e s p a c i o  d e  
10s p a r 6 m e t r o s  { A j }  
1:' 
8. ' 
3 F : -  donde  F 1 ,  [ q ( t = O ) ] )  d{ U j }  r e p r e s e n t a  e l  nu'mero d e  s o l i t o n e s  
con p a r g m e t r o s  B j  e n t r e  Aj y A j +  d  bj. E s t a  func io 'n  F es  
f u n c i o n a l  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  q ( t = O ) .  Como d i j i m o s  e n  l a  
in t roducc io 'n . ,  Karpman y Soko lov  -en e l  t r a b a j o  antes c i t a d o -  
e n c o n t r a r o n  l a  e x p r e s i 6 n  (1.30)  para F ( A ,  [ q ( t = O ) ] )  en e l  c a s o  KdV, 
donde A es l a  a m p l i t u d  de 10s s o l i t o n e s .  Vamos a d e s c r i b i r  
b r e v e m e n t e  c6mo se  o b t i e n e  e s t a  f u n c i 6 n  u s a n d o  l a s  h e r r a m i e n t a s  d e  
l a  T E I .  
Como e l  u'nico p a r 6 m e t r o  d e  10s s o l i t o n e s  KdV es s u  a m p l i t u d  
A k ,  q u e  se  v i n c u l a  con e l  a u t o v a l o r  7 k segu'n (5.7), l a  e x p r e s i 6 n  
( 5 . 4 )  puede  p o n e r s e ,  en  e l  c a s o  c o n t i n u o ,  como 

Karpman ( 1 9 6 8 )  l o p r o '  m o s t r a r  adema's u s a n d o  las  mismas 
8 1 ,  
nr , s i m p l i f  i c a c i o n e s  q u e  l a  componente  d e  r a d i a c i o ' n  p r o v i e n e  d e  las 
J1 r e g i o n e s  con  q ( x , O ) > O .  P o r  l o  t a n t o ,  l a  r a d i a c i d n  see< 
1- . d e s p r e c i a b l e ,  y e l  t r a t a m i e n t o  a n t e r i o r  ser6 v b l i d o ,  s i  l a  
, '*, 
c o n t r i b ~ c i ~ n  d e las  r e g i o n e s  con  q ( x , O ) > O  es  i n s i g n i f i c a n t 0  f r e n t e  a 
l a s  d e  q (x ,O)<O e n  e l  c a l c u l o  d e  l a s  c o n s t a n t e s  d e  movimien to .  P o r  
1 o t r o  l a d o ,  si e n  ( 1 . 3 1 )  se r e e m p l a z a  q ( x , O )  p o r  (5 .8 )  y s e  p a s a  d e  
u n a  i n t e g r a l  e n  x a  o t r a  s o b r e  l a  v a r i a b l e  X=x/l, s e  puede  v e r  q u e  
e l  ndmero d e  s o l i t o n e s  c r e c e  con  e l  p a r s m e t r o  d e  s i m i l a r i d a d  s .  F o r  
l o  t a n t o ,  e s t e  t r a t a m i e n t o  d a  m e j o r e s  r e s u l t a d o s  c u a n t o  mayor es e l  
.Hi p a r g m e t r o  d e  s i m i l a r i d a d .  
Esta c u e s t i 6 n  d e l  s i g n o  d e  q(x,O) se  v i n c u l a  con  l o  d i s c u t i d o  
e n  e l  C a p r t u l o  I11 s o b r e  10s s o l i t o n e s  y e l  s i g n o  d e  CI. 
Recordemos q u e ,  p a r a  KdV, es  C I = ( ~ X  q e n  c o n s e c u e n c i a  r e s u l t a  u n a  
- ,  
medida  d e l  p e s o  r e l a t i v o  e n t r e  l a s  r e g i o n e s  con  q(x ,O)>O y q(x ,O)<O.  
1. . . D e  a c u e r d o  a e s t o s  r e s u l t a d o s ,  p o d r i a  h a b e r  s o l i t o n e s  i n c l u s o  en  un 
, * 
I c a s o  con  C1>0 ,  s i e m p r e  q u e  h u b i e r a  r e g i o n e s  con  q ( x , O ) < O .  P e r o  . .  . 
- o c u r r e  q u e  l a  a m p l i t u d  d e  t a l e s  s o l i t o n e s  serra menor q u e  l a  d e  
l a  componente  d e  r a d i a c i 6 n  p o r  l o  q u e ,  para p o d e r  o b s e r v a r l o s  e n  u n a  
s i m u l a c i d n  n u m d r i c a ,  s e r i a  n e c e s a r i o  s e g u i r  l a  i n t e g r a c i o ' n  d u r a n t e  
I 
I. t i e m p o s  muy l a r g o s  s o b r e  u n a  l o n g i t u d  d e  p e r i o d i c i d a d  muy g r a n d e .  
. J  
Supongamos q u e  queremos  apl icar  e l  mismo r a z o n a m i e n t o  a1 c a s o  
'I. g e n e r a l  d e  a u t o v a l o r e s  c o m p l e j o s .  En este c a s o  l a  r e l a c i o ' n  e n t r e  
l a s  c o n s t a n t e s  d e  movimien to  y 10s a u t o v a l o r e s  e s  
1- 
- donden usamos como paramet ros  d e  10s s o l i t o n e s  l a s  p a r t e s  r e a l  e 
i m a g i n a r i a  d e l  a u t o v a l o r  3 ( 3 = a + i  b ) .  Nos encontramos e n t o n c e s  
con un problerna: l a s  i n f i n i t a s  c o n s t a n t e s  que podemos conocer  no 
nos  p e r m i t e n  i n v e r t i r  l a  r e l ac io 'n  ( 5 . 1 9 )  y a  que  n o s  
- .> . igualdades  e n t r e  c i e r t o s  momentos. Podriamos o b t e n e r  l a  
dis t r ibuc ic i -n  d e  l a  p a r t e  r e a l  o de l a  i m a g i n a r i a  i n t e g r a n d o  l a  
e x p r e s i 6 n  (5 .19)  s o b r e  a  o  s o b r e  b  p a r a  luego  t r a t a r  d e  i n v e r t i r l a  
B a n a l i t i c a m e n t e ,  a1 menos en e l  c a s o  s i m p l i f i c a d o  en que  p u d i e r a n  
. - 
1.-. : d e s p r e c i a r s e  10s te 'rminos con d e r i v a d a s  e s p a c i a l e s .  P e r o  vamos a 
\- p r o c e d e r  d e  o t r a  forma.  
f '  I n t e r p r e t e m o s  e l  r e s u l t a d o  p a r a  e l  c a s o  KdV d e l  s i g u i e n t e  
' , w , : -  - modo. La funcio'n d e  d i s t r i b u c i d n  ( 1 . 3 0 )  e s  tambie'n l a  d e  l a s  ral 'ces  
..- p o s i t i v a s  d e l  pol inomio P N ( z )  def  i n i d o  en ( 5 . 6 )  cuando e l  nGrnero 
d e  d i c h a s  r a i c e s  e s  exactamente  N y cuando l a s  c o n s t a n t e s  d e  
I][' movimisnto pueden reemplaza r se  p o r  e l  p r imer  td rmino  d e  ( 5 . 1 7 ) .  
P e r o  tambidn es l a  que d a  l a  d i s t r i b u c i d n  d e  l a s  ral 'ces d e l  
po l inomio  P.H(z), c o n t a d a s  una vez  cada  una,  cuando t o d a s  las  
. . 
, r a i c e s  son  r e a l e s ,  p o s i t i v a s  y d o s  v e c e s  degeneradas ,  l a  v a r i a b l e  r 
w e s  r= l  y l a s  c o n s t a n t e s  d e  movimiento e s t g n  s i m p l i f i c a d a s .  i P o d r e m o s  
- e x t e n d e r  a n a l i t i c a m e n t e  l a  e x p r e s i 6 n  ( 1 . 3 0 )  p a r a  e l  c a s o  en que  r# l  
y en l u g a r  d e  2N r a g c e s  r e a l e s  y p o s i t i v a s  se t i e n e n  N p a r e s  d e  
- 
ral 'ces  comple jas  con jugadas  con p a r t e  r e a l  p o s i t i v a ?  Todo l o  que  
- h a b r i a  qua  h a c e r  s e r i a  r eemplaza r  q  p o r  r q  y A (A=272 con 3 = I m  
- 7 en 
-- en e l  c a s o  KdV) p o r  2 b2 en ( 1 . 3 0 )  y en ( 1 . 3 1 ) .  En e s e  c a s o  F s e r h  
l a  f u n c i o n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  d e  l a  p a r t e  r e a l  d e  d i c h o s  p a r e s  d e  
r a i c e s ,  es  d e c i r ,  d e  l a  p a r t e  i m a g i n a r i a  d e  10s a u t o v a l o r e s  5. Por  
l o  t a n t o ,  pasando d e  l a s  ral 'ces  d e  P ~ N ( z )  a  10s a u t o v a l o r e s  d e l  
problema ( 1 . 7 ) ,  e s t a  e x t e n s i h ,  cuya e x p r e s i 6 n  e s  
ser l ' s  l a  i n t e g r a l  d e  l a  f u n c i g n  F en (5 .19 )  s o b r e  t o d o s  10s v a l o r e s  
p o s i b l e s  d e  a (a=Re( 3 ) ) .  Por  l o  t a n t o  F ( b )  d (2b2)  darl 'a e l  nu'mero 
d e  s o l i t o n e s  con p a r t e  i m a g i n a r i a  e n t r e  b  y  b+db y  e l  n6mero t o t a l  
d e  s o l i t o n e s  s e r c a  
Decidimos c o n t r o l a r  e s t o s  r e s u l t a d o s  en e l  c a s o  d e  la  
ecuacio; DNLS p a r a  d i s t i n t a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s .  En e s t e  c a s o  
e x i s t e n  d o s  problemas .  E l  pr imer0  e s  que  RQ no es r e a l ,  s i  b i e n  I 
las c o n s t a n t e s  impares  son t o d a s  r e a l e s  ya q u e  10s t'rminos 
i m a g i n a r i o s  s e  anu lan  a 1  i n t e g r a r  en x .  Por  l o  t a n t o ,  s 6 l 0  si puede 
r e e m p l a z a r s e  en l a s  i n t e g r a l e s  e l  te'Emino Re((RQ)n) p o r  (Re(RQ))n 
es p o s i b l e  u s a r  l a  expresi&n ( 5 . 2 1 )  donde en l u g a r  d e  r q  debe  u s a r s e  
Re(RQ). E l  segundo e s  que  en e s t e  c a s o  no e s  muy c l a r o  co'mo pueden 
d e s p r e c i a r s e  tg rminos  con d e r i v a d a s  e s p a c i a l e s  d e n t r o  d e  l a s  
i n t e g r a l e s  s i  l a  misrna v a r i a b l e  R c o n t i e n e  una d e r i v a c i 6 n  e s p a c i a l .  
Las d i f e r e n c i a s  e n t r e  10s v a l o s e s  d e  las c o n s t a n t e s  calcu1,ados d e  
e s t e  mod0 y  10s v e r d a d e r o s  son mayores c u a n t o  mayor s e a  e l  orden d e  
l a  c o n s t a n t e .  En p a r t i c u l a r ,  l a  expresio'n p a r a  Ci es c o r r e c t a  (Ci= 
5 d x  RQ= I d x  Re(RQ)) . Cpmo l a s  c o n s t a n t e s  d e  mayor o r d e n  s e  i g u a l a n  
a  10s momentos d e  o r d e n  s u p e r i o r  y G s t o s  s 6 l 0  r e f l e j a n  e l  
compor t amien to  de  l a  funcio 'n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  en  l a s  c o l a s ,  e s  d e  
e s p e r a r  q u e  e l  nu'mero d e  s o l i t o n e s  
no d i f i e r a  mucho d e l  v e r d a d e r o ,  aunque s u  d i s t r i b u c i 6 n  
en  e l  e s p a c i o  d e  10s p a r 6 m e t r o s  no  sea e n t e r a m e n t e  c o r r e c t a .  
(Recordemos q u e  p a r a  l a  e c u a c i c h  DNLS es  b= n z s e n +  ) .  
A p e s a r  d e  e s t o ,  d e c i d i m o s  c o t e j a r  l a  d i s t r i b u c i 6 n  y e l  
n h e r o  d e  s o l i t o n e s  q u e  p r e d i c e  l a  funcio 'n  (5 .23 )  p a r a  d i s t i n t a s  
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s .  En p r i m e r  l u g a r  c o n s i d e r a m o s  e l  t r a b a j o  d e  
~ j $ l h u s  (1978) donde  se  d e t e r m i n a  e l  n6mero d e  s a l i t o n e s  q u e  da u n a  
condic io 'n  i n i c i a l  d e  l a  forma ( 3 . 9 )  en  e l  caso f u e r t e m e n t e  i n e s t a b l e  
( k o > > q o 2 / 2 )  p a r a  no  l i n e a l i d a d  n e g a t i v a .  E s t e  c a s o  8s i n t e r e s a n t e  
ya q u s  Re(RQ)=RQ y ( R Q ) x = O  ( r e c u 6 r d e s e  que para l a  e c u a c i 6 n  KdV es 
r x = Q ) .  L a  expres io 'n  q u e  d a  M j f l h u s  es  
y l a  q u e  se o b t i e n e  d e  ( 5 . 2 2 )  e s  
s u e  c o i n c i d e  con ( 5 . 2 4 )  en  e l  c a s o  f u e r t e m e n t e  i n e s t a b l e .  
A c o n t i n u a c i 6 n  d e c i d i m o s  p r o b a r  e l  c a s o  d e  l a  condic io 'n  
i n i c i a l  (2 .91 ,  p a r a  l a  q u e  y a  t e n i a m o s  v a r i a s  s i m u l a c i o n e s  
numBr icas .  Los  r e s u l t a d o s  pueden  o b s e r v a r s e  en  l a  F i g u r a  1 7 ,  donde  
l a  i n t e g r a l  
q u e  e s  e l  ncmero d e  s o l i t o n e s  a s o c i a d o s  a un a u t o v a l o r  con  p a r t e  
i m a g i n a r i a  menor o  i g u a l  que b ,  s e  g r a f i c a  e n  f u n c i c h  de  b .  E l  
niimero t o t a l  d e  s o l i t o n e s  q u e  p r e d i c e  l a  r e l a c i o ' n  ( 5 . 2 2 )  es  
e x a c t a m e n t e  e l  que  s e  o b t i e n e  d e  las  s i m u l a c i o n e s  n u m b r i c a s .  En l o  
s u e  r e s p e c t a  a l a  d i s t r i b u c i d n ,  s e  puede  v e r  q u e ,  aproximadamente  
G ( b ) = n + l / 2  si b c o r r e s p o n d e  a1 n-6simo s o l i t o ' n ,  numerados  e n  o r d e n  
c r e c i e n t e  d e  s u  p a r t e  i m a g i n a r i a .  P o r  l o  t a n t o ,  La d i s t r i b u c i 6 n  
o b t e n i d a  es u n a  s u e r t e  d e  v a l o r  medio d e  l a  q u e  a j u s t a r r a  m i i s  
e x a c t a m e n t e  es tas  s i m u l a c i o n e s .  De t o d o s  modos e l  nu'mero d e  
s o l i t o n e s  es  demas i ado  pequeiio como para sacar u n a  conc lus io ' n  
d e f i n i t i v a  a c e r c a  de l a  e x a c t i t u d  d e  F. P o r  o t r o  l a d o ,  vemos que 
s e g c n  l a  f d r m u l a  ( 5 . 2 2 )  s d l o  las  r e g i o n e s  con Re(RQ(x,O))<O 
c o n t r i b u y e n  a l a  f o r m a c i 6 n  d e  10s s o l i t o n e s .  Una v e z  m a ' s ,  e s t o  
c o i n c i d e  con l a  c l a s i E i c a c i 6 n  d e  Mj$lhus (1976)  p a r a  d i s t i n g u i r  
e n t r e  10s c a s o s  modu lac iona lmen te  e s t a b l e s  (Re(RQ>O))  y 10s 
i n e s t a b l e s  (Re(RQc0)). Cuan to  m 6 s  i n e s t a b l e  sea l a  c o n d i c i 6 n  
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Figura 17 Se grafica e l  ndmero d e  s o l i t o n e s  de l a  ecuacio 'n  DNLS 
con  a 2 s e n  6 < b  como f u n c i d n  d e  b para u n a  c o n d i c i d n  i n i c i a l  d e  l a  
forrna ( 2 . 9 )  con  Ao=0.5 y 1=14. ( a )  c o r r e s p o n d e  a A = 5  y m u e s t r a  
q u e  e l  nGmero t o t a l  d e  s o l i t o n e s  es Ne=3. E s t o  c o n c u e r d a  con  10 
q u e  se  o b s e r v a  en  l a  F i g u r a  7 c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  m i s m a  c o n d i c i d n  
i n i c i a l .  ( b )  c o r r e s p o n d e  a /\=lo. En e s t e  c a s o  e l  nJmero  de 
s o l i t o n e s  es Ne=2 l o  q u e  c o n c u e r d a  con l o  o b s e r v a d o  e n  La F i g u r a  
8 .  ( c )  c o r r e s p o n d e  a x=25. En es te  c a s o  e l  nu'mero d e  s o l i t o n e s  es  
N s = l  l o  q u e  c o n c u e r d a  con l o  o b s e r v a d o  en  l a  F i g u r a  9 .  
i n i c i a l ,  si  v a l e n  l a s  h i p 6 t e s i s  que l l e v a n  a  l a  f6rmula  ( 5 . 2 2 )  ( e n  
p a r t i c u l a r ,  poder  d e s p r e c i a r  10s tg rminos  con d e r i v a d a s  f r e n t e  a1 
p r o p o r c i o n a l  a  Re(RQ)n en cada  cond ic i6n  i n i c i a l ) ,  mayor s e r g  e l  
n6mero d e  s o l i t o n e s .  La e x p r e s i 6 n  ( 5 . 2 3 )  n o s  d i c e  tambiefi que  no 
puede haber  s o l i t o n e s  con p a r t e  i m a g i n a r i a  mayor que  e l  mdximo d e  
(-Re(RQ))1/2.  Comparemos e s t a  p r e d i c c i d n  con l o  o b t e n i d o  p o r  
~ j d l h u s  (1978) p a r a  e l  c a s o  i n e s t a b l e .  Lo que  d e t e r m i n a  e l  a u t o r  es 
que, p a r a  l a  c o n d i c i g n  i n i c i a l  (3.9), e l  mgximo v a l o r  d e  l a  p a r t e  
i m a g i n a r i a  d e l  a u t o v a l o r  es  (koqo*/2-qo4/4) Y g s t e  e s  exactamente  e l  
v a l o r  de (Re(-RQ))1/2- 
VI. ESTADISTICA DE SOLITONES DE ALFVEN. APLICACION A OBSERVACIONES 
DEL VIENTO SOLAR. 
En e s t e  C a p i t u l o  a p l i c a r e m o s  e l  mBtodo e s t a d l ' s t i c o  d e  Matsuno 
( 1 9 7 7 )  e n  l a  v e r s i 6 n  s i m p l i f i c a d a  d e  Meiss y  Hor ton  ( 1 9 8 2 )  a l a  
ecuaci6n DNLS. E s t e  modelo serd c o n f r o n t a d o  con  e l  d e  Kingsep  e t  
a l .  ( 1 9 7 3 )  a p l i c a d o  a1 p a r  d e  e c u a c i o n e s  (1.60), c o n s i d e r a n d o  
s o l i t o n e s  d e  l a  DNLS d e  b a j a  v e l o c i d a d .  P a r a  e l l o  compararemos las 
p r e d i c c i o n e s  d e  ambos modelos  con o b s e r v a c i o n e s  d e l  v i e n t o  s o l a r .  
E x i s t e n  d o s  a n t e c e d e n t e s  d e  a p l i c a c i o ' n  a1 c a s o  d e l  v i e n t o  
solar d e  a l g u n a s  d e  l a s  t g c n i c a s  d e  e s t a d r s t i c a  d e  s o l i t o n e s  
d e s c r i p t a s  en l a  i n t r o d u c c i c h .  La p r i m e r a  d e  e l l a s  ( S p a n g l e r  Y 
S h e e r i n ,  1982) c o n s i d e r a  10s s o l i t o n e s  d e  l a  e c u a c i 6 n  DNLS con  
< = T / 4  y  u s a  d i r e c t a m e n t e  e l  modelo d e s a r r o l l a d o  p a r a  l a  
t u r b u l e n c i a  f u e r t e  d e  Langmuir p r o d u c i d a  a p a r t i r  d e  un e s t a d o  d e  
t u r b u l e n c i a  d d b i l  (Rudakov y  T s y t o v i c h ,  1978), s i n  i d e n t i f i c a r  
c u g l e s  s o n  10s mecanismos r e s p o n s a b l e s  d e  t a l  e v o l u c i h .  En n i n g u 5  
momento 10s a u t o r e s  menoionan a 1  sistema de e c u a c i o n e s  (1.60), 
a d o p t a n d o  d e  p a r t i d a  l a  ecuacio 'n  DNLS ( t o t a l m e n t e  i n t e g r a b l e ) .  S i  
bien puede  e n c o n t r a r s e  u n a  j u s t i f i c a c i o ' n  a  e s t e  modelo,  10s a u t o r e s  
n o  l o  h a c e n .  
E l  segundo  d e  10s a n t e c e d e n t e s  es  un t r a b a j o  d e  Ovenden e t  a 1  
(1983) en  donde ,  a p a r t i r  d e  l a s  e c u a c i o n e s  MHD s e  d e d u c e  un sistema 
d e  e c u a c i o n e s  p a r a  l a s  p e r t u r b a c i o n e s  d e  d e n s i d a d  $n y  v e l o c i d a d  
para le la  a 1  campo m a g n e t i c 0  a m b i e n t e  6 u  a c o p l a d a s  a u n a  e c u a c i 6 n  
p a r a  l a  a m p l i t u d  l e n t a m e n t e  v a r i a b l e  b  d e  u n a  onda  d e  AlfvBn q u e  se 
p r o p a g a  a l o  l a r g o  d e  Bo 
Las e c u a c i o n e s  q u e  se  o b t i e n e n ,  e s c r i t a s  en  n u e s t r a s  v a r i a b l e s  
a d i m e n s i o n a l e s  s o n  
b n t r -  p )nxx= 2 Il-pI l b  ( 2  
E s t e  sistema d e  e c u a c i o n e s  es s imilar  a1 d e  Zakha rov  ( 1 9 7 2 )  (ec .  
( 1 . 2 6 ) )  e n  e l  c a s o  u n i d i m e n s i o n a l ,  si  $n=Su.  En e l  l imi te  e s t 6 t i c o  
( c u a n d o  se puede  h a c e r  un r e e s c a l a m i e n t o  d e l  t i e m p o  coma e n  (1 .56 ) )  
se  r e d u c e  a  l a s  r e l a c i o n e s  
( a n a l o g a s  a l a s  o b t e n i d a s  en  ( 1 . 5 7 ) )  y a l a  ecuacio 'n  NLS para l a  
a m p l i t u d  b  q u e ,  e n  e l  r e f e r e n c i a l  de A l f v g n ,  r e s u l t a  
G r a c i a s  a l a  ana log l ' a  e n t r e  e l  sistema d e  e c u a c i o n e s  ( 6 . 2 )  y e l  d e  
Zakha rov ,  10s a u t o r e s  d i r e c t a m e n t e  a p l i c a n  e l  modelo d e  K ingsep  e t  
a1  (1973) y a  e x p l i c a d o  e n  l a  i n t r o d u c c i 6 n .  C o n s i d e r a n  s o l i t o n e s  d e  
l a  ecuacio-n ( 6 . 4 )  ( 1 0 s  q u e  e x i s t e n  ~ 6 1 0  si  - s k ~ > O ,  es  d e c i r ,  p a r a  
una onda  d e  p o l a r i z a c i o ' n  i z q u i e r d a ) ,  s i n  t e n e r  en  c u e n t a  l a  f a s e  d e  
10s rnismos, s i n o  ~ 6 1 0  e l  m6dulo 
y o b t i e n e n  un e s p e c t r o  d e  F o u r i e r  p a r a  l a s  f l u c t u a c i o n e s  m a g n g t i c a s  
d e  l a  forrna 
P e ( k ) =  8 w ( - Z s k ~ T T ) l / ~  [Kk tangh(Kk)-  l o g ( c o s h ( K k ) ) ] / k z  
d o n d e  W es  l a  d e n s i d a d  d e  energl 'a  media  en  e l  s i s t e m a  y K= 
(-IT /8sk~)L/Z. L a  e x p r e s i d n  ( 6 . 8 )  para k > > l  t i e n e  u n a  d e p e n d e n c i a  
La e c u a c i h  ( 6 . 4 )  tambibn puede  o b t e n e r s e  a partir d e  l a  
e c u a c i c h  DNLS ( e c .  (1 .58) )  p r o p o n i e n d o  una  s o l u o i 6 n  d e  l a  forma 
donde  q o  es  u n a  a m p l i t u d  l e n t a m e n t e  v a r i a b l e .  S i g u i e n d o  e l  mBtodo 
d e  K a k u t a n i  y Sugimoto  ( 1 9 7 4 ) ,  se  puede  d e f i n i r  un c o n j u n t o  de 
c o o r d e n a d a s  d i l a t a d r n s  x j =  e a x  y t 3 =  ~ d t  para d s s o r i b i r  10s d i s t i n t o s  
6 r d e n e s  d e  v a r i a c i 6 n d e  l a a m p l i t u d  qo  en  el t i e m p o  y en  e l  
e s p a c i o .  De ese modo, las d e r i v a d a s  de  qo t endr<n  un d e s a r r o l l o  
I n s e r t a n d o  ( 6 . 7 )  y ( 6 . 8 )  en ( 1 . 5 8 )  e  igua lando  p o t e n c i a s  i g u a l e s  d e  
k s e  o b t i e n e ,  a1 orden m a ' s  b a j o ,  l a  r e l a c i 6 n  d e  d i s p e r s i 6 n  d e  
( 6 . 1 )  en e l  r e f e r e n c i a l  de Alfvdn ( d ~ = k ~ 2 )  y, a  orden 3 ,  l a  
ecuac ion  NLS p a r a  b = C q o  ( 6 . 4 ) .  Se v e  e n t o n c e s  que  e l  t r a t a m i e n t o  
d e  Ovenden e t  a l  (1983) est6 c o n t e n i d 0  en e l  n u e s t r o .  
Vamos a  r e p a s a r  a h o r a  l a s  s u p o s i c i o n e s  que  nos  l l e v a r o n  a l a  
obtencio'n d e  l a  ecuacio'n DNLS, c o n t r a s t g n d o l a s  con las c o n d i c i o n e s  
que  s e  e n c u e n t r a n  en e l  v i e n t o  s o l a r .  En p r imer  l u g a r  es n e c e s a r i o  
r e c a l c a r  que  e l  d e s a r r o l l o  ( 1 . 5 5 )  supone una v e l o c i d a d  (no  
p e r t u r b a d a )  d e l  medio n u l a .  Por  l o  t a n t o ,  las e c u a c i o n e s  o b t e n i d a s  
cor responden  a  una  d e s o r i p c i 6 n  en ef e i s t e m a  d e l  v i e n t o  aolaf. Como 
d i j i m o s  a n t e r i o r m e n t e ,  6 s t e  v i a j a  con v e l o c i d a d  vw r e s p e c t o  d e l  
obse rvador  y s u  d i r e c c i d n  no t i e n e  por  q u 6  s e r  p a r a l e l a  a  l a  d e l  
campo magnet ic0  ambiente  B o  . 
. : 
I .- 1. . En c u a n t o  a l a s  aproximaciones ,  d i scu tamos ,  en p r imer  l u g a r ,  
~ . .  
e l  e s c a l a m i e n t o  d s  l a s  v a r i a b l e s  hidrodina 'micas.  Segu i  l a  e x p r e s i h  
(1.55), $ n + b ,  $ ~ ~ e 1 / 2 ,  E s t o  e s t k  d e  acuerdo  con l o  que  s e  
o b s e r v a  en l a  F i g u r a  2 donde 5 n- 0.1 y 5 B y  0 . 4 .  De acuerdo  a  e s t a  
f i g u r a  ser l 'a  C- 0 1 En segundo l u g a r ,  examinernos e l  e s c a l a m i e n t o  
( 1 . 5 6 )  p a r a  l a  coordenada  e s p a c i a l .  La e s c a l a  c a r a c t e r l ' s t i c a  LM d e  
l a  m i c r o e s t r u c t u r a  en e l  medio i n t e r p l a n e t a r i o  e s  menor o  d e l  orden 
d e  1 . 5  1011 cm ( B u r l a g a ,  1972) .  La v e l o c i d a d  d e  ~ l f v g n  es VA: 
50 km/s y l a  f r e c u e n c i a  d e  c i c l o t r b n - i o n  d c i = 0 . 5  s-1 .  For  l o  t a n t o ,  
LH medida en  n u e s t r a  unidad d e  l o n g i t u d  ( d VA/U =I:VA/~ liJ =I)  
r e s u l t a  Ln<3 104. E l  e s c a l a m i e n t o  ( 1 . 5 6 )  e s  adecuado p a r a  e s t u d i a r  
C 
e s t o s  feno'menos m i e n t r a s  sea L n > > l .  S i n  embargo, l a s  p r e d i c c i o n e s  
que d a  p a r a  l a  r e g i 6 n  d e  nGmeros d e  onda g r a n d e s  pueden no ser 
c o r r e c t a s .  En t e r c e r  l u g a r ,  ana l i cemos  las r e l a c i o n e s  (1 .57)  que se 
deducen en e l  c a s o  e s t g t i c o .  E s t u d i o s  d e  l a  f u n c i 6 n  de  c o r r e l a c i 6 n  
cruzada e n t r e  $ n  y 5 u  dan una f a s e  aproxirnadarnente i g u a l  a c e r o  p a r a  
f r e c u e n c i a s  2 > l o - 5  s-1 ( v e r  F i g u r a  4 d e  G o l d s t e i n  y S i s c o e ,  1972) ,  
l o  que  e s t 6  d e  acuerdo  con l a  p r i m e r a  d e  l a s  r e l a c i o n e s  que  aparecen  
e n  ( 1 . 5 7 ) .  Tambi6n se puede o b s e r v a r  en e l  t r a b a j o  d e  Denskat y  
Neubauer (1983)  ( F i g u r a  3) y  en e l  d e  G o l d s t e i n  y S i s c o e  (1972)  
( F i g u r a  9 )  que l a  f a s e  d e  l a  c o r r e l a c i 6 n  e n t r e  6v y 5~ es 
aproxirnadamente i g u a l  a  Tj -  p a r a  t o d o  e l  rango d e  f r e c u e n c i a s ,  l o  q u e  
concuerda  con l a  segunda d e  l a s  r e l a c i o n e s  d e  ( 1 . 5 7 ) .  La 
c o r r e l a c i 6 n  e n t r e  Sn y  1 b 0 12 t a m b i h  d a  una f a s e  i g u a l  a 7[- ( v e r  
F i g u r a  10 d e  G o l d s t e i n  y S i s c o e ,  1972) p a r a  $ >lo -6  s-1. E s t o  
s i g n i f i c a r i a  un v a l o r  d e  mayor que  uno si l a  t e r c e r a  r e l a c i 6 n  dde 
( 1 . 5 7 )  e s  v g l i d a .  Aun cuando 10s v a l o r e s  t f p i c o s  d e  p en e l  v i e n t o  
s o l a r  s o n  p < l  ( S a k a i  y Sonnerup,  1983) e x i s t e n  e v i d e n c i a s  de 
v a l o r e s  d e  (%>I a s o c i a d o s  a p e r i o d o s  con f l u c t u a c i o n e s  r g p i d a s  t a n t o  
e n  l a  d i r e c c i h  como en l a  i n t e n s i d a d  d e l  campo magngtico ( B u r l a g a ,  
Pasemos a h o r a  a 1  c ~ l c u l o  d e  l a s  f u n c i o n e s  de  c o r r e l a c i h  
Estas son l a s  6 n i c a s  f u n c i o n e s  d e  au tocor re lac io 'n  d i s t i n t a s  que  
puede d a r  e l  modelo. Dsbido a  l a  r e l a c i d n  e n t r e  $n y (681 2 ( v e r  
(1.57)), e l  e s p e c t r o  Pral a s o c i a d o  a l a  f u n c i o n  d e  correlation 
< S I  B\ S I B ' I  > es proportional a (6.11). R e s u l t a  P , e l = ( l -  $ ) 2 P n .  
Como i l u s t r a c i o ' n  vamos a m o s t r a r  c6mo puede c a l c u l a r s e  PBY. 
E l  campo magngtico que a p a r e c e  en ( 6 . 9 )  e s  e l  medido en e l  s i s t e m a  
d e l  o b s e r v a d o r .  Lo e s c r i b i m o s  coma una superpos ic io 'n  d e  s o l i t o n e s  
- .  
- .  
,. . . 
I .  . 
donde de f  in imos  kn=4 n2 s e n  gn 
/' 
VWX= ~a .x, l a  v e l o c i d a d  d e l  v i e n t o  en l a  d i recc io 'n  
d e l  campo magngtico ambien te .  
I qn I e l  m6ddulo d e f  i n i d o  en ( 1 . 7 9 )  con A2= A %  y 
$"= 6, 
Las c a n t i d a d e s  kn y 6- n son f u n c i o n a l e s  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  
y  s e  supone una d i s t r i b u c i &  un i fo rms  p a r a  y o n  s o b r e  e l  i n t e r v a l 0  
(0,27T ) y p a r a  X O n  s o b r e  una l o n g i t u d  Ln. Sipu iendo  e l  modelo d e  
Matsuno (1977) o  e l  d e  Meiss y  Horton (1982), e l  v a l o r  medio que 
a p a r e c e  en ( 6 . 9 ) - ( 6 . 1 1 )  debe  i n t e r p r e t a r s e  como 
donde i ? ~ ~ ]  e s  l a d e n s i d a d  d e  p r o b a b i l i d a d  en e l  e s p a c i o  f u n c i o n a l  
f u e r a ,  y Q( van)= 1/2T s i  O <  y 0 n < 2 ' T ,  son las f u n c i o n e s  d e  
Vamos a h a c e r  a h o r a  una serie  d e  s i m p l i f i c a c i o n e s .  En p r i m e r  
l u g a r  d e s p r e c i a r e m o s  10s t&minos 4  n4t y ( 3 s / 4 )  ( ) q n \ z d x  f r e n t e  a 
cot&?( f n ) k n ~ n / 2 ,  l o  que es  r a z o n a b l e  en e l  c a s o  de un gas de 
s a l i t o n e s  con v a l o r e s  d e  'f pequenos,  I g u a l  s u e r t e  c o r r e r g  e l  
tg rmino  l - s k n c o t g $  f r e n t e  a  VWX, l o  que  es r a z o n a b l e  s i empre  que  
e l  a/ngulo e n t r e  l a  d i r e c c i 6 n  d e l  v i e n t o  y l a  d e l  campo magngtico no 
.- 
s e a  c e r c a n o  a  2 y a  que e l  mgdulo d e  d i c h a  v e l o c i d a d  medido en 
u n i d a d e s  d e  Alfvgn e s  d e l  orden d e  10, m i e n t r a s  que  e l  teEmino a 
d e s p r e c i a r  es d e l  orden de 1. Por  Gl t imo,  supondremos que  e l  g a s  de 
s o l i t o n e s  e s  s u f i c i e n t e m e n t e  d i l u i d o  como p a r a  poder  d a s p r e c i a r  10s 1 
p r o d u c t o s  d e  tg rminos  c o r r e s p o n d i e n t e s  a s o l i t o n e s  d i s t i n t o s ,  que  
a p a r e c e n  a 1  reemplaza r  (6 .13)  en ( 6 . 9 ) .  Con e s t a s  s i m p l i f i c a c i o n e s  
l a  e x p r e s i 6 n  ( 6 . 9 )  queda r e d u c i d a  a  
. 5 
~ ~ ~ ( - ~ ) = z 2 k n l l - p l ( d ~  dpn dqn P(xo)  Q(xo)  e x p ( - 2 ~ r J i z / v ~ ~ )  c o s ( q n )  
n 
1. . . 
. . donde  d e f i n i m o s  p n = ~ - x ~ n - ~ w x t  
La i n t e g r a l  s o b r e  qn puede h a c e r s e  inmed ia tamen te ,  l o  q u e  d a  
Por  otro l a d o ,  si e l  r ango  d e  i n t e g r a c i o ' n  de pn e s  s u f i c i e n t e m e n t e  
- grande ,  d i c h a  i n t e g r a l  puede i n t e r p r e t a r s e  como l a  suma d e  d o s  
- 
t r a n s f o r m a d a s  d e  F o u r i e r  d e  una  convolucio 'n .  De e s t e  modo. (8.15) 
- 
- 
- P B ~ =  Liill-i).l v\ [ ( s e c h ( r k / k n + k 0  ) F', +;%A COS( *n))>z+ 
. L t _  -. L Wn " 
- P ( sech(Fk /kn-k ' )  P (COS( -kn)))']/(Z vwx Ln) 
-L v L &  - g l  
KT " 
P-I / z+ , I  ( c o s  6) e s  l a  funcio'n d e  Legendre  d e l  p r i m e r  t i p o ,  
t ambie5  l l amada  f u n c i o 5  c6nica ( E r d e l y i ,  1 9 5 3 ) .  1; - : 
Genera lmen te  s e  toma L n = L ,  con L l a  l o n g i t u d  d e l  sistema. N o s o t r o s  
vamos a tomar una  l o n g i t u d  L '  d i f e r e n t e  p a r a  poder  a j u s t a r  las  
o b s e r v a c i o n e s .  Por s i m p l i c i d a d ,  pasaremos  d e  l a  s u m a t o r i a  d i s c r e t a  
(6.16) a una  d i s t r i b u c i d n  c o n t i n u a ,  l o  que  puede h a c e r s e  si  e l  
4 
numero N d e  s o l i t o n e s  e s  s u f i c i e n t e m e n t e  g r a n d e .  De e s t e  mod0 
( 6 . 1 6 )  r e s u l t a  
donde d e f  in imos  K=4 A z s e n  f, kO=s cotgq/2 y l a  funcio'n d e  
d i s t r i b u c i d n  d e  s o l i t o n e s  f (  b2,  1T) s e g i n  
s i e n d o  F l a  f u n c i g n  d e f i n i d a  en  e l  cap l ' t u lo  a n t e r i o r .  
C 6 l c u l o s  a n d l o g o s ,  
p e r m i t e n  o b t e n e r  
p e r 0  donde no i n t e r v i e n e n  las f a s e s ,  
A n t e s  d e  d a r  u n a  e x p r e s i d n  para l a  f u n c i 6 n  d e  d i s t r i b u c i b n ,  
a n a l i c e m o s  e l  n i i c l eo  d e  las i n t e g r a l e s  ( 6 . 1 9 )  y ( 6 . 2 0 ) .  E s  
i n t e r e s a n t e  e l  hecho  d e  q u e  ( 6 . 1 9 )  c o n t e n g a  un t 6 r m i n o  
Y s e c h 2 (  TT k/K), ya q u e  p a r a  un gas d e  s o l i t o n e s  de l a  ecuacio 'n  
NLS, como e l  d e s c r i p t o  en  Ovenden e t  a l .  1983,  c a d a  s o l i t 6 n  
c o n t r i b u y e  con un te 'rmino p r o p o r c i a n a l  a s e c h z ( k N / ( - 4 s k ~ W L ) ) .  E l  
e f e c t o  d e l  te ' rmino P, ( c o s d - )  en  ( 6 . 1 9 )  e s  e l  d e  s u a v i z a r  l a  
d i s m i n u c i c h  d e  l a  s e c h  con k .  E s t e  e f e c t o  es  mgs i m p o r t a n t e  a 
rnedida q u e  .f c r e c e ,  como se puede  o b s e r v a r  e n  l a  F i g u r a  18 donde  
g r a f  i camos  l a s  f u n c i o n e s  h~=sech ( r i -  ~ / K ) P - i + i k ( c o s  <) y  hz=senh(ak/K)/  
3- 
s e n h ( r k J K )  en  f u n c i o 5  d e  k = k / 4 ~ 2 .  S e  puede  v e r  q u e  ambas p r e s e n t a n  
un  compor t amien to  c u a l i t a t i v a m e n t e  a n g l o g o  a las  o b s e r v a c i o n e s .  Se 
- -  
m a n t i e n e n  c o n s t a n t e s  p a r a  k<ko  y  l u e g o  d i s m i n u y e n  mondtonamente .  
E l  v a l o r  d e  ko es mayor p a r a  h l ,  y  p o r  l o  t a n t o  p a r a  PB, q u e  
p a r a  h2 ,  es  d e c i r ,  p a r a  Pn,  l o  q u e  c o n c u e r d a  con l o  d e d u c i d o  p o r  
S p a n g l e r  y S h e e r i n  (1982) .  P a r a  v a l o r e s  pequei ios  d e  k ambas 
f u n c i o n e s  pueden  p o n e r s e  como 
- 
- 
S i  <= 11/2 e l  h d i c e  e s p e c t r a l  e s  s = 2  y  i ;o1=0.33 y  ko2=0.48 .  P a r a  
v a l o r e s  d e  k mayores ,  e l  i n d i c e  s crece p a r a  t o d o s  10s v a l o r e s  d e  g. 
Pasemos a h o r a  a l a  e x p r e s i 6 n  d e  l a  f u n c i 6 n  d e  d i s t r i b u c i 6 n .  
En e l  c a p f i u l o  a n t e r i o r  o b t u v i m e s  u n a  expresio'n para l a  d i s t r i b u c i o / n  
de b= d'sen-6 como f u n c i o n a l  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ,  aungue  
Figura 18 ( a )  Se g r a f i c a  X i ( k ) = h i ( k ) / h i ( k = ~ )  con h i ( k ) = s e c h ( l ~ k / K ) .  
P-I/B+II+/R(COS T6 ) e n  f u n c i d n  d e  E=k/4 A 2  p a r a  6 =Ti-/4, 6 = r / Z  y 
-6=3 TT-/4. En t o d o s  10s c a s o s  h i  se  m a n t i e n e  c o n s t a n t e  para k < k o  y 4 
luego d e c r e c e  mandtonamente .  S e  o b s e r v a  q u e  e l  e f e c t o  de s u a v i z a r  
e l  d e c r e c i m i e n t o  d e  h l  con  k q u e  p r o d u c e  e l  f a c t o r  P - I / x + L ~ / K ( ~ o s T )  
es m 6 s  n o t o r i o  c u a n t o  mayor es  -6 . E l  v a l o r  d e  ko es 
p r 6 c t i c a m e n t e  e l  mismo para t o d o s  10s valores -de  ' c .  ( b )  Se r a f i c a  
h2(  k ) = s e n h (  d k/k)/senh(iT. k/K) en  f u n c i 6 n  d e  k=k/4 &,a p a r a  a= r / 4 ,  
$ =  T/2 ,  .f = 3 v 4 .  Se puede  o b s e r v a r  e n  e s t e  c a s o  q u e  hz(0) es  
mayor c u a n t o  - mayor es  -6 ( l o  mismo o c u r r e  con h i ( 0 ) )  y q u e  e l  
v a l o r  de ka crace con  r .  S i n  embargo,  l a  fo rma  en  q u e  d e c r e c e  
h2 con para k>&k es la misma para 10s distintorjl  valoras da T 
s i e m p r e  que sea T $0, a' f T. 

donde  qi2> s e  v i n c u l a  con e l  c o n t e n i d o  medio d e  e n e r g i a  en  las  
p e r t u r b a c i o n e s  WL segun  WL=L<iqlZ>/2.  P a r a  e l  c 6 l c u l o  d e  <Ne> 
h i c i m o s  l a  i n t e g r a l  f u n c i o n a l  d e f i n i d a  e n  ( 6 . 1 3 )  d i s c r e t i z a n d o  l a s  
v a r i a b l e s  s o b r e  una  l o n g i t u d  L  s u p o n i e n d o  s ( y ( L ) -  y ( O ) ) = 2 m T .  E l  
/ 
nGmero e n t e r o  m > O  mide e l  numero d e  l o n g i t u d e s  d e  onda  d e  l a  
condic io 'n  i n i c i a l  q u e  as ta 'n  c o n t e n i d a s  en  L .  La expres i a ' n  ( 6 . 2 4 )  da 
u n a  d e n s i d a d  d s  s o l i t o n e s  ne=<Na>/L q u e  es  i n v e r s a m e n t e  p r o p o r c i o n a l  
a L y a  q u e  Ne depende  d e  u n a  d e r i v a d a  d e  q :  v a l o r e s  menores  d e  L 
d a n  v a l o r e s  mayores  d e  n o .  Supongamos a h o r a  g u e ,  como las 
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  e s t g n  d i s t r i b u i d a s  en  forma c a n 6 n i c a ,  10s 
<Me> s o l i t o n e s  tambi6n  l o  e s t g n ,  p e r 0  con una  t e m p e r a t u r a  d i s t i n t a .  
Como l a  e n e r g i a  d e  un s o l i t d n  d e  para 'met ros  A 2  y es  
p r o p o r c i o n a l  a 3- , e s t o  s i g n i f i c a  q u e  l a  funcio'n d e  d i s t r i b u c i 6 n  es 
d e  l a  forma 
con Z= \ e x p ( - y y ) d d  y donde  i d e n t i f i c a m o s  con e l  s u b i n d i c e  I e l  
metodo u s a d o  ( e l  q u e  s i g u e  l a s  i d e a s  d e  Meiss y Hor ton ,  1 9 8 2 ) .  La 
c a n t i d a d  ii, puede  ser c a l c u l a d a  i g u a l a n d o  e l  c o n t e n i d o  d e  e n e r g c a  
medio d e  10s s o l i t o n e s  con e l  d e  las  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  
E s t e  c & l c u l o  d a  
con  a=(4 /3 ) (m/L<lq12>)1 /*  
- P e r o ,  como s 1q12  c ( x w <  ~ q  l2>m/L y 1 q  14 - < lq  \2>2, l a  h i p 6 t e s i s  d e  q u e  
- s e  t r a t a  d e  u n a  s i t u a c i d n  f u e r t e m e n t e  i n e s t a b l e  s i g n i f i c a  q u e  
- 
< l q l 2 > L < < m .  P o r  l o  t a n t o .  a > r l > Z # r r  . En es t e  c a s o ,  l a  e x p r e s i o k  
- 
( 6 . 2 7 )  s e  c o n v i e r t e  en  
- 2 
E l  v a l o r  d e  o  puede  ser  o b t e n i d o  a p a r t i r  d e  o k r a  c o n s t a n t e  d e  
- 
- movimiento ,  p o r  e j e m p l o  C i  o  C-1. Suponiendo  C - 1 . - < I q \ 2 > L 2 / m ,  
U_ C 1 - <  1q\2>,m ambas c o n s t a n t e s  d a n  e l  mismo r e s u l t a d o  
- . . ~s func io% f  r e s u l t a  e n t o n c e s  
. . 
8:: . Vamos a compara r  a h o r a  10s r e s u l t a d o s  d e l  mt5todo I con  10s 
. - 
q u e ,  p r e d i c e  o t r o  mgtodo a1 q u e  l l amaremos  11. E s t e  e s  e l  
d e s a r r o l l a d o  p o r  ~ i n g s e ~  e t a1 (1973)  p a r a  l a  t u r b u l e n c i a  d e  
- Langmuir ,  que f u e  adem6s u s a d o  p o r  Ovenden e t  a 1  (1983)  para e l  
- 
v i e n t o  s o l a r  e n  e l  marco d e  una  ecuacio 'n NLS, como ya l o  d e s c r i b i m o s  
a 1  p r i n c i p i o  d e  e s t e  c a p < t u l o .  En primer lugar vamos a astimar 10s 
- 
- v a l o r e s  de  10s p a r g m e t r o s  112 y -6 p a r a  un e s t a d o  formado p o r  N 
- 
s o l i t o n e s  i d Q n t i c o s  a  p a r t i r  d e  10s v a l o r e s  medios d e  las c o n s t a n t e s  
d e  movimiento CI, Co y C-I .  En e l  c a s o  en que  < lq l*>L/ZN<<l  (que  
IY : *  ' 2 .  es e q u i v a l e n t e  a l a  h i p 6 t e s i s  a>>Z/.K en e l  t r a t a m i e n t o  a n t e r i o r )  
obtenemos 
S i  d e f i n i m o s  e l  ancho d e  un s o l i t g n  como 2 = ~ / ( 4 ~ 2 s e n ( % ) )  (A=l  
t a n t o  en Kingsep,  e t  a l .  1973 como en Ovenden e t  a l .  1983) 
e n t o n c e s ,  cuando % < < I ,  r e s u l t a  
Por  l o  t a n t o ,  el ncmero mLximo d s  s o l i t o n e s  N P ~ X  que puede s o p o r t a r  
un s i s t e m a  d e  l o n g i t u d  L ,  e s ,  s e g i n  ( 1 . 2 8 )  
En e s t e  modelo l a  func i6n  d e  d i s t r i b u c i o ' n  f (  A = ,  6c ) que debe  
u s a r s e  para e l  c 6 l c u l o  d e  l a s  f u n c i o n e s  d e  cor re lac io 'n  ( 6 . 1 7 ) ,  
( 6 . 1 9 )  y ( 6 . 2 0 )  s e  o b t i e n e  promediando s o b r e  t o d o s  10s e s t a d o s  
p o s i b l e s  d e l  s i s t e m a .  E s t o s  son e s t a d o s  d e  N s o l i t o n e s  i d e ' h t i c o s  
(l$N<Nmax) y t o d o s  t i e n e n  i g u a l  peso  (l/Nmax). Por  l o  t a n t o  e s  
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s i s t e m a  no s o p o r t a  s o l i t o n e s  d e  ancho  mayor q u e  L. S i  se  t i e n e  e s t o  
en  c u e n t a  f~ r e s u l t a  
con  m = 4 A / 9 y  y yl e l  def i n i d o  en  ( 6 . 2 8 ) .  
Aun cuando  f~ y ~ I I  d a n  un nGmero medio d e  s o l i t a n e s  similar, 
(<N1>/<N11>=0.94 p a r a  A=l) l a  d i s t r i b u c i d n  e n t r e  10s v a l o r e s  
p o s i b l e s  d e  f r e s u l t a  d i f e r e n t e .  E s t o  puede  o b s e r v a r s e  en  l a  
F i g u r a  19 donde  g r a f i c a m o s  ambas f u n c i o n e s ,  s i n  t e n e r  e n  c u e n t a  e l  
t e r m i n o  6 ( ~ 2 - m / 2 L ) ,  en funcj.Cn d e  2 =3 y 6 / 4 ,  p a r a  A=9/8. De 
t o d o s  modos, en  ambos c a s o s ,  l a  m a y o r i a  d e  10s s o l i t o n e s  e s t g n  
c o n c e n t r a d o s  en  v a l o r e s  d e  3- pequei ios  y es ta  c o n c e n t r a c i d n  es  m a ' s  
p r o n u n c i a d a  c u a n t o  mayor es  e l  v a l o r  d e  . Y 
Comparemos a h o r a  e s t o s  r e s u l t a d o s  con  10s q u e  se  pueden  
a b t e n e r  p a r a  l a  e c u a c i 6 n  NLS ( 6 . 4 ) .  E s t a  e c u a c i g n  t ambien  p o s e e  
s o l i t o n e s  d e  d o s  p a r g m e t r o s .  P e r o  si f i j a m o s  uno  d e  e l l o s ,  como se 
hace e n  Ovenden e t  a l .  (1983) y solo c o n s i d e r a m o s  10s q u e  a p a r e c e n  
e n  ( 6 . 5 ) ,  e l  p r i m e r  metodo d a  una  f u n c i d n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  d e  l a  
y e l  s egundo  
d 
Figura 19 Se g r a f i c a n  l a s  f u n c i o n e s  &?(a)= b d T D  .? (a) y 
T ( - c ) = f (  f , ~ z ) / ( r n  S ( ~ 2 -  A ? ) )  ( b )  en funcio 'n  d e  T = 3 y 6 / 4  donde  f(S) es  
l a  funci6n d e  d i s t r i b u c i o H n  d e  s o l i t o n e s  s i g u i e n d o  e l  mBtodo d e  Meiss 
y Hor ton  ( I )  y  e l  d e  Kingsep  e t  a 1  (11). S e  o b s e r v a  q u e  ambas 
f u n c i o n e s  dan un nfimero similar d e  s o l i t o n e s  ( a )  p e r o  q u e  su 
d i s t r i b u c i o k  en  .f es l evemen te  d i f e r e n t e  ( b ) .  Ambos m6todos dan 
como r e s u l t a d o  u n a  d i s t r i b u c i 6 n  seg6n  l a  c u a l  l a  mayor par te  d e  10s 
s o l i t o n e s  e s t 6  c o n c e n t r a d a  en  l a  regibi.1 d e  pequei io .  E s t e  efecto 
e s  m a ' s  i m p o r t a n t e  c u a n t o  mayor es e l  v a l o r  d e  +' . ( ~ e c u e ' r d e s e  que 
! mide e l  n i v e l  d e  i n e s t a b i l i d a d  rnodu la t i va  medio d e l  sistema). 
E l  n6mero medio d e  s o l i t o n e s  e s  
< N > I =  L ( - k ~ s < l  b \ 2 > / 8 f l  ) l / 2  
p a r a  e l  p r i m e r  c a s o  
Y 
p a r a  e l  s egundo ,  q u e  c o i n c i d e  con e l  ( 6 . 4 1 )  p a r a  A=-iT/2. L a s  
w. 1 
d i f e r e n c i a s  e n t r e  ambos t r a t a m i e n t o s  s o n  sirnilares a las  q u e  st? 
e n c u e n t r a n  para e l  c a s o  DNLS. 
P a r a  comparar  e s t o s  r e s u l t a d o s  con 10s o b t e n i d o s  en  e l  c a s o  
DNLS r eco rdemos  p r i m e r 0  q u e  e l  c o n t e n i d o  d e  e n e r g i a  d e  un s o l i t 6 n  d e  
l a  fo rma  ( 6 . 5 )  e s  
P o r  l o  t a n t o ,  l a  c a n t i d a d  bo en  l a  d e s c r i p c i g n  NLS d e b e  e s t a r  
r a l a c i o n a d a  con l a  c a n t i d a d  $- d e  l a  d e s c r i p c i 6 n  DNLS. P o r  o t r o  
l a d o ,  si  r e s m p l a z a m ~ s  b o ( - Z / s k ~ ) Y / 2  p o r  2 $  y ( - s k ~ )  p o r  8Si-m/9L 
e n  ( 6 . 3 9 )  obtenernos l a  a x p r e s i 6 n  ( 6 . 3 0 )  y s i  reemplazamos 
b o ( - Z / s k ~ ) 1 / 2  p o r  23- y ( - S ~ A )  p o r  2m/L en  ( 6 . 4 0 )  r eob tenemos  l a  
e x p r e s i d n  ( 6 . 3 5 ) .  Estas c o r r e s p o n d e n c i a s  t i e n e n  un s i g n i f i c a d o  
c l a r o .  S i  tomamos para l a  ecuaci6n DNLS u n a  c o n d i c i 6 n  i n i c i a l  d e  l a  
fo rma  q a e x p ( i k n x )  con  kn,m/L 10s r e s u l t a d o s  s o n  similares a 10s d e  
l a  d e s c r i p c i o ' n  NLS. 
Ana l i cemos  c6mo s o n  las  e x p r e s i o n e s  d e  10s e s p e c t r o s  (8.17), 
( 6 . 1 9 )  y  ( 6 . 2 0 )  cuando  e l e g i m o s  a l g u n a  d e  es tas  f u n c i o n e s  d e  
d i s t r i b u c i o ' n  ( f ~  o  ~ I I ) .  En l a  F i g u r a  20 e s t g n  g r a f i c a d a s  P e y ,  PB 
- 
y Pn e n  f u n c i 6 n  d e  k=k/4 A: p a r a  y=7 y en  l a  F i g u r a  21  para 
P' Una vez m6s e l  compor t amien to  es ,  en  t o d o s  10s c a s o s ,  
s imilar  a  l a s  o b s e r v a c i o n e s .  
En l o  q u e  s e  r e f i e r e  a 1  l 'ndice  e s p e c t r a l ,  10s o b t e n i d o s  con  
e l  m6todo I1 p a r a  Par y PB concue rdan  me jo r  con l a s  o b s e r v a c i o n e s  
que 10s o b t e n i d o s  con e l  mgtodo I .  En cambio p a r a  Pn e l  
c o ~ n p o r t a m i e n t o  es similar  y s6l0 var l ' a  l a  e s c a l a  e x t e r n a .  Las 
d i f e r e n c i a s  e n t r e  10s r e s u l t a d o s  q u e  d a n  e s t o s  modelos  t e o ' r i c o s  y 
l a s  o b s e r v a c i o n e s  r a d i c a n  en  q u e  10s p r i m e r o s  p r e d i c e n  u n a  v a r i a c i 6 n  
del Tnd ice  e s p e c t r a l  m6s r 6 p i d a  q u e  l a  o b s e r v a d a .  S i n  embargo,  p a r a  
'I' , e n c o n t r a m o s  q u e  t a n t o  PB como P B ~ ,  ambas c a l c u l a d a s  con  e l  
mgtodo 11, t i e n e n  u n a  d e p e n d e n c i a  k-" a l o  l a r g o  d e  d o s  6 r d e n e s  
de  magn i tud  l o  q u e  e s t ;  d e  a c u e r d o  con l a s  o b s e r v a c i o n e s .  E l  v a l o r  
d e  s e s  2 p a r a  PB y  1 . 8 8  p a r a  P B ~ .  Vemos e n t o n c e s  q u e  e l  
c o m p o r t a m i e n t o  d e  PB e s  s imilar  a1 q u e  e n c u e n t r a n  Ovenden e t  a l .  
(1983), m i e n t r a s  q u e  e l  c & l c u l o  hecho  p a r a  P B ~  ( q u e  i n c l u y e  un 
p romed io  s o b r e  l a s  f a s e s )  m e j o r a  a s t e  r e s u l t a d a .  L a  s i m i l i t u d  e n t r e  
PB en  e s t e  c a s o  y e n  e l  d e  Ovenden e t  a l .  (1983) es  f a ' c i l  d e  
lo"  
Figura  20 Pigura 21 
- 
P i g u e s  20-21 Se g r a f i c a n  10s e s p e s t r o s  Pev(k )=  v ~ x L 0 ~ ~ ~ / ( L ~ ( 1 - f 3 1  ) 
(a), Pe=vwxL'~e/(41~11-(3I  ) ( b )  y Pn= vuxL*LPn/l6TTmz (c) como 
f u n c i 6 n  d e  E=k/4 @=Lk/Zm. En t o d o s  10s c a s o s  10s e s p e c t r o s  f u e r o n  
c a l c u l a d o s  usando l a  funcio'n d e  d i s t r i b u c i o ' n  d e  s o l i t o n e s  s e g h  e l  
mgtodo d e  Meiss y Horton ( I )  y e l  d e  Kingsep  e t  a1 ( 1 1 ) .  L a  F i g u r a  
20 c o r r e s p o n d e  a y=7 y l a  2 1  a y j = 5 0 .  Los e s p e c t r o s  o b t e n i d o s  s o n ,  
e n  ambos c a s o s ,  c u a l i t a t i v a m e n t e  s i m i l a r e s  a 10s o b s e r v a d o s .  S i n  
embargo p r e d i c e n  un d e c r e c i m i e n t o  m a ' s  r g p i d o  con k q u e  e l  o b s e r v a d o .  
En e l  c a s a  =50 e l  a c u e r d a  con las  o b s e r v a c i o n e s  es mejor que en el 
d e  y=7.  %to puede d e b a r s e  a pue 10s modelos d e s a r r o l l a d o s  son  
v i i l l d o s  p a r a  c a s o s  f u e r t e m e n t e  i n e s t a b l e s  y y ss una medida d s  l a  
i n e s t a b i l i d a d  m o d u l a t i v a  media d e l  s i s t e m a .  
e x p l i c a r ,  y a  que  p a r a  un v a l o r  t a n  g r a n d e  d e  , l a  i n t e g r a l  (6 .19)  Y 
con f = f ~ ~ ,  puede aprox imarse  p o r  la  c a l c u l a d a  en e l  t r a b a j o  d e  
n . Ovenden e t  a1 (1983) .  En e l  c a s o  =7 PB y PBY tambign s i g u e n  
una l e y  k-e p e r o  s o b r e  un i n t e r v a l 0  d e  ndmeros d e  onda que  a b a r c a  
menos d e  d o s  6 r d e n e s  d e  magnitud.  E l  v a l o r  d e  s e n  este  c a s o  e s t a '  
e n t r e  1.81 y 1.98 p a r a  PB y  e s  aproximadamente i g u a l  a  1 . 7 9  p a r a  
P B ~ .  En l o  que  s e  r e f i e r e  a l a  extensio 'n d e  l a  regio'n d e  n6meros 
d e  onda s o b r e  l a  c u a l  t a n t o  PB como P B ~  s i g u e n  una l e y  d e  p o t e n c i a s ,  
e l  acuerdo  con l a s  o b s e r v a c i o n e s  e s  mejor  p a r a  y/=50 que p a r a  y) =7. 
E s t o  puede d e b e r s e  a que e l  modelo d e s a r r o l l a d o  es  v g l i d o  p a r a  c a s o s  
f u e r t e m e n t e  i n e s t a b l e s  modulacionalmente y  Y )  e s  una medida d e  e s t a  
i n e s t a b i l i d a d  ( e s  mayor c u a n t o  m 6 s  i n e s t a b l e s  s o n ,  en promedio, las 
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ) .  S i n  embargo, 10s Zndices e s p e c t r a l e s  
o b t e n i d o s  en  ambos c a s o s  son muy s i m i l a r e s ,  e i n c l u s o ,  son  levemente 
menores p a r a  =7 y ,  por  l o  t a n t o ,  m a r s  c e r c a n o s  a  10s obse rvados .  
'y 
En l o  que se r e f i e r e  a las e s c a l a s  e x t e r n a  e i n t e r n a ,  5610 
podemos s a c a r  a l p u n a  c o n c l u s i d n  r e s p e c t o  d e  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a  
. . . . - -  PB y P B ~ .  Del a n 6 l i s i s  d e  estas f u n c i o n e s  ( o b t e n i d a s  con e l  mgtodo 
. . 
. ' .  11) pudimos d e d u c i r  10s n k e r o s  d e  onda ke y k i ,  a s o c i a d o s ,  
A -. 
r e s p e c t i v a m e n t e ,  a las e s c a l a s  e x t e r n a  e  i n t e r n a .  Como y a  l o  
mencionamos en l a  i n t r o d u c ~ i ~ n  6 s t o s  son 10s v a l o r e s  d e  nGmero d e  
onda e n t r e  10s c u a l e s  e l  e s p e c t r o  s i g u e  una l e y  d e  p o t e n c i a s .  Los 
v a l o r e s  d e d u c i d o s  aparecen  en l a  s i g u i e n t e  t a b l a .  
TABLA I1 
Cuando 10s s s p e c t r o s  son c a l c u l a d o s  con e l  me'todo I e s  i m p o s i b l e  
a b t e n e r  informacio'n s o b r e  l a  e s c a l a  i n t e r n a .  P a r a  l a  e s c a l a  e x t e r n a  
- 
se puede v e r  que e s  k r ( y = 7 ) > k e ( y = 5 0 ) .  Algo s i m i l a r  o c u r r e  en e l  
caso de Pn: con ninguno d e  10s mdtodos podemos e s t i m a r  e l  v a l o r  d e  
- 
ki. Los v a l o r e s  o b t e n i d o s  con uno y o t r o  me'todo d i f i e r e n  b a s t a n t e  
e n t r e  si. M i e n t r a s  s e g h  e l  mgtodo I1 e l  v a l o r  d e  S;e es 
p r i c t i c a n e n t e  e l  mismo (LN 5 10-1) t a n t o  p a r a  y = 5 0  como p a r a  =7, 
segcn  e l  m6tod0 I es L-10-1 p a r a  27 y EeP2 10-2 p a r a  y = 5 0 .  
- 
Ahora b i e n ,  10s nGmeros d e  onda k  (medidos en n u e s t r a s  
u n i d a d s s ,  [ k ] = l / d i )  s e  v i n c u l a n  con k  segGn E = k ~ / 2 m .  Por  l o  
t a n t o ,  s i  e l  v a l o r  d e  y? ( d e f i n i d o  en ( 6 . 2 8 ) )  v a r f a  s610 d e b i d o  a l a  
va r i ac io 'n  d e  < l q l " >  m i e n t r a s  m/L  permanece c o n s t a n t e ,  e n t o n c e s  de 
l a  T a b l a  I1 y d e  10s r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  p a r a  Pn con e l  miitodo I 
. . 
. . 
. -. 
. . 
se  d e s p r e n d e  que  l a  e s c a l a  e x t e r n a  e s  menor p a r a  y=7 q u e  p a r a  
-50 ,  m i e n t r a s  qua l a  i n t e r n a  e s  p r i i c t i camen te  l a  m i s m a .  En e l  
c a s o  m / L  c o n s t a n t e  tambign s e  puede d e d u c i r  que  P B ~ ( ~ = O )  y  Pa(k=Q) 
s o n  mayores p a r a  Y =7 que  p a r a  =50. 
S i  comparamos t o d o s  e s t o s  r e s u l t a d o s  t e 6 r i c o s  Zcndice  
e s p e c t r a l ,  n i v e l  mgximo P(k=O) y  escalas e x t e r n a  e  i n t e r n a )  con 
o b s e r v a c i o n e s  hechas  a d i s t i n t a s  d i s t a n o i a s  d e l  S o l  ( v e r  p o r  e j emplo  
Fig. 3 y F i g .  4 ) ,  vemos que  son  c o n s i s t e n t e s  con un modelo s e g h  
e l  c u a l  e l  v a l o r  d e  aumenta con l a  d i s t a n c i a  a1 S o l .  P e r o  cono 
- d i j i m o s  a n t e s ,  e l  v a l o r  d e  yi es una n e d i d a  d e  l a  i n e s t a b i l i d a d  
m o d u l a c i o n a l  media d e l  s i s t e m a .  E s t o  nos  e s t a r  fa d i c i e n d o  e n t o n c e s  
q u e  l a s  z o n a s  m a ' s  a l e j a d a s  d e l  S o l  son  modulac ionalmente  m g s  
i n e s t a b l e s  q u e  l a s  m a ' s  c e r c a n a s .  Ahora b i e n ,  e s t a s  c o n c l u s i o n e s  
f u e r o n  o b t e n i d a s  supon iendo  rn/L=constante .  De e s t e  modo, v a l o r e s  
mayores d e  \t) cor responden  a v a l o r e s  menores d e  < \ q ( 2 >  y ,  p o r  l o  
t a n t o ,  a r e g i o n e s  donde l a  energl 'a  c o n t e n i d a  en las  p e r t u r b a c i o n e s  
r a s p a c t o  d e  l a  c o n t e n i d a  en  el campo magn6t ico  ambien te  es menor. 
E s t o  es  r a z o n a b l e  que  s u c e d a  a d i s t a n c i a s  mayores d e l  S o l .  De t o d o s  
modos, p a r a  poder  d e t e r m i n a r  c u g l e s  son  las zonas  modulac ionalmente  
. 
m a s  i n e s t a b l e s  debercamos o b t e n e r  l a  v a r i a c i 6 - i  d e  C i  con l a  
d i s t a n c i a  a1 S o l  en forma m g s  r e a l i s t a .  
De t o d o  e s t o  podemos c o n c l u i r  q u e  10s modelos t e o ' r i c o s  
b a s a d o s  en una  e s t a d l ' s t i c a  d e  s o l i t o n e s  a j u s t a n  c u a l i t a t i v a m e n t e  
bien las o b s e r v a c i o n e s  d e  f l u c t u a c i o n e s  en  e l  v i e n t o  s o l a r .  Vimos 
t a m b i k  q u e  se o b t i e n e  una buena  c o r r e s p o n d e n c i a  e n t r e  l a s  e s c a l a s  
e x t e r n a  e i n t e r n a  t e d r i c a s  y  l a s  o b s e r v a d a s  cuando  l a  funcio'n d e  
d i s t r i b u c i o / n  d e  s o l i t o n e s  s i g u e  u n a  l e y  d e  p o t e n c i a s  e n  l a  e n e r g r a  
. . 
de  10s mismos ( e s  e l  c a s o  d e l  mgtodo 11). L a  e l ecc io ' n  d e  u n a  
- I 
f n n c i 6 n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  d e  es te  t i p o  puede  j u s t i f i c a r s e  e n  e l  marco 
de 10s d o s  m6todos a n a l i z a d o s .  En e l  m6todo I1 a p a r e c e  
n a t u r a l m e n t e .  En e l  m6todo I ( o  e n  e l  d e  Matsuno)  podrl 'a  o b t e n e r s e  
s i  l a  d i s t r i b u c i 6 n  d e  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  s i g u i e r a  u n a  l e y  d e  
p o t e n c i a s .  
V I I .  CONCLUSIONES 
En es ta  t e s i s  n o s  p r o p u s i m o s  d e s a r r o l l a r  un modelo d e  
/ 
t u r b u l e n c i a  d e  A l f v e n  e n  e l  marco d e  l a  ecuacio 'n  n o  l i n e a l  d e r i v a d a  
d e  ~ c h r o d i n g e r  (DNLS). E l  modelo se  b a s a  e n  u n a  a d e c u a d a  
e s t a d i s t i c a  d e  10s s o l i t o n e s  d e  d i c h a  ecuac io 'n .  
En p r i m e r  l u g a r  e l a b o r a m o s  un c d d i g o  d e  r e s o l u c i 6 n  nume'rica 
d e  l a  e c u a c i 6 n  DNLS q u e  r e s u l t 6  s e r  r l rp ido  y  e f i c a z .  E l  a l g o r i t m o  
d e s a r r o l l a d o  man t i e n e  las p r o p i e d a d e s  d e  l a  ecuacio 'n  DNLS 
( s o l i t o n e s ,  s i m e t r i a s ,  c o n s t a n t e s  d e  movimien to)  y p e r m i t e  e l  u s o  d e  
p a s o s  t e m p o r a l e s  r e l a t i v a m e n t e  g r a n d e s  ( C a p i t u l o  11). Los  
r e s u l t a d o s  q u e  se  m u e s t r a n  e n  e s t e  c a p i t u l o  f u e r o n  p u b l i c a d o s  e n  e l  
J o u r n a l  of C o m p u t a t i o n a l  P h y s i o s  con e l  t i t u l o  " E x t e n s i o n  of t h e  
Ab lowi t z -Lad ik  Method t o  t h e  D e r i v a t i v e  N o n l i n e a r  ~ c h r o d i n g e r  
E q u a t i o n "  (Ponce  Dawson y  F e r r o  F o n t & ,  1988a). 
Con d i c h o  c 6 d i g o  se  r e a l i z 6  u n a  s e r i e  d e  s i m u l a c i o n e s  
n u m g r i c a s  d e  l a  ecuacio 'n  DNLS p a r a  u n a  c o n d i c i o h  i n i c i a l  con  fo rma  
de onda  p l a n a  modulada.  En e l  C a p r t u l o  I11 se  o b t u v o  un c r i t e r i o  
p a r a  d e t e r m i n a r  qu6 c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  d a n  l u g a r  a l a  f o r m a c i c n  
d e  s o l i t o n e s .  E l  n i m e r o  de s o l i t o n e s  es c e r o  cuando  l a  c o n s t a n t e  
CI d e f i n i d a  e n  ( 1 . 7 3 )  es  p o s i t i v a  y  r e s u l t a  u n a  f u n c i 6 n  c r e c i e n t e  
d e  1 CI 1 cuando  CI e s  n e g a t i v a .  E s t e  c r i t e r i o  e s  u n a  v e r s i h  
i n t e g r a d a  d e l  e l a b o r a d o  p o r  M j f l h u s  (1976) p a r a  d i s t i n g u i r  e n t r e  10s 
casos m o d u l a c i o n a l m e n t e  e s t a b l s s  s i n s s t a b l e a .  Los resultados del 
~ a ~ i t u l o  I11 f u e r o n  p u b l i c a d o s  e n  The P h y s i c s  o f  F l u i d s  con e l  
t i t u l o  " S o l i t o n  Decay of  N o n l i n e a r  Alfve'n Waves: Numer i ca l  S t u d i e s "  
( P o n c e  Dawson y F e r r o  F o n t g n ,  1988b) .  
En e l  C a p i t u l o  I V  i n v e s t i g a m o s  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  a n a l i t i c a s  
d e  l a  e c u a c i d n  DNLS y s u  v i n c u l a c i o ' n  con  e l  e s t u d i o  d e  e s t a b i l i d a d  
de s o l i t o n e s .  Obtuvimos u n a  nueva  c o n s t a n t e  d e  movimien to  para l a  
e c u a c i 6 n  DNLS q u e  e s  proportional a  l a  h e l i c i d a d  [ d x  A . B . 
Median te  u n a  e x t e n s i b n  d e l  t r a b a j o  d e  Lax (1968) pudimos d e m o s t r a r  
p o r  q u 6  e l  f u n c i o n a l  d e  Liapunov  p a r a  10s s o l i t o n e s  d e  l a  e c u a c i 6 n  
DNLS se  c o n s t r u y e  con t r e s  c o n s t a n t e s  d e  movimien to .  E s t o  est& 
r e l a c i o n a d o  con  e l  nfimero d e  simetrias d e  l a  e c u a c i 6 n  o r i g i n a l  q u e  
e l  s o l i t 6 n  rompe. En e l  c a s o  d e  l a  e c u a c i 6 n  DNLS e l  n6mero d e  
s i m e t r i a s  r o t a s  e s  d o s .  P o r  es ta  razofi  10s s o l i t o n e s  ex t r eman  e l  
h a m i l t o n i a n o  cuando  se  l o  some te  a d o s  v i n c u l o s  ( c a r g a  y momento 
c o n s t a n t e s ) .  En es t e  C a p i t u l o  tambie'n e s t u d i a m o s  m e d i a n t e  
s i m u l a c i o n e s  n u m g r i c a s  e l  compor t amien to  d e  10s s o l i t o n e s  f r e n t e  a 
p e r t u r b a c i o n e s  l o n g i t u d i n a l e s .  Pudimos o b s e r v a r  q u e  e s t a s  
p e r t u r b a c i o n e s  s 6 l 0  v a r i a n  l a  v e l o c i d a d  d e  10s s o l i t o n e s  p e r o  n o  10s 
d e s t r u y e n  n i  c r e a n  nuevos .  E s t o  i n d i c a  q u e ,  en  e l  c a s o  d e  l a  
ecuac iof i  DNLS o c u r r e  a l g a  s i m i l a r  a  l o  d e m o s t r a d o  para l a  e c u a c i 6 n  
KdV p o r  S c h a r f  y W r e s z i n s k i  (1981): u n a  pequeiia p e r t u r b a c i a / n  
i n i c i a l  s6l0 m o d i f i c a  l e v e m e n t e  e l  a u t o v a l o r  d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o  
del p r o b l e m a  d e  d i s p e r s i h  a s o c i a d o  p e r o  no  cambia  e l  nu/mero d e  
a u t o v a l o r e s  d i s c r e t o s .  Los r e s u l t a d o s  q u e  a q u i  se  m u e s t r a n  f u e r o n  
p u b l i c a d o s  en  e l  J o u r n a l  o f  P lasma P h y s i c s  con e l  t l ' t u l o  " A n a l y t i c a l  
and Numer i ca l  Properties of t h e  D e r i v a t i v e  N o n l i n e a r  ~ o h r o h i n g e r  
E q u a t i o n "  (Ponce  Dawson y  F e r r o  F o n t & ,  1 9 8 8 ~ ) .  
En e l  c a p f t u l o  V e x t e n d i m o s  10s r e s u l t a d o s  d e  Karpman y 
Soko lov  ( 1 9 6 8 )  a 1  c a s o  d e  e c u a c i o n e s  n o  l i n e a l e s  i n t e g r a b l e s  p o r  e l  
m6todo d e  l a  t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  i n v e r s a  c u y o s  p r o b l e m a s  d e  
d i s p e r s i 6 n  a s o c i a d o s  poseen  a u t o v a l o r e s  c o m p l e j o s .  E s t o  n o s  
p e r m i t i 6  o b t e n e r ,  en  e l  c a s o  d i s c r e t o ,  l a  d i s t r i b u c i o ' n  d e  s o l i t o n e s  
d e  l a  e c u a c i 6 n  DNLS en  f u n c i 6 n  d e  las c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  s i n  
n e c e s i d a d  d e  i n t e g r a r l a  num6r icamente .  E l  a c u e r d o  e n t r e  10s 
r e s u l t a d o s  d e  e s t e  mBtodo y 10s d e d u c i d o s  d e  l a s  s i m u l a c i o n e s  
n u m e r i c a s  d e l  C a p i t u l o  I11 es muy bueno .  Tambi6n h a l l a m o s  u n a  
e x p r e s i g n  p a r a  e l  nfimero d e  s o l i t o n e s  como f u n c i 6 n  de l a s  
c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  q u e  a j u s t a  e x a c t a m e n t e  10s r e s u l t a d o s  
n u m k r i c o s  (Ponce  Dawson y F e r r o  ~ o n t & n ,  1988b)  y a n a l i t i c o s  p r e v i o s  
(Mj f i l hus ,  1 9 7 8 )  y o t r a  e x p r e s i 6 n  p a r a  l a  d i s t r i b u c i 6 n  d e  l a  p a r t e  
i m a g i n a r i a  d e  10s a u t o v a l o r e s  d e l  e s p e c t r o  d i s c r e t o .  E s t a  G l t i m a  d a  
u n a  c o t a  s u p e r i o r  p a r a  d i c h a  parte i m a g i n a r i a  que, e n  e l  c a s o  d e  l a  
c o n d i c i b  i n i c i a l  a n a l i z a d a  p o r  ~ j 4 l h u s  ( 1 8 7 8 )  c o i n c i d e  e x a c t a m e n t e  
con  l o  d e d u c i d o  p o r  es t e  a u t o r .  Los r e s u 1 t a d o . s  a q u i  p r e s e n t a d o s  han 
s i d o  e n v i a d o s  a1 P h y s i c a l  Review A con e l  t c t u l o  "On t h e  Number of 
S o l i t o n s  f rom N o n l i n e a r  I n t e g r a b l e  E q u a t i o n s "  (Ponce  Dawson y F e r r o  
Fon t g n ,  1 9 8 8 d ) .  
F o r  G l t i m o ,  en e l  ~ a ~ i t u l o  V c o n f r o n t a m o s  d o s  modelos  de 
e s t a d i s t i c a  d e  s o l i t o n e s ,  e l  d e s a r r o l l a d o  p o r  K ingsep .  e t  a1 (1973)  
y e l  d e  Meiss y Hor ton  ( 1 9 8 2 ) ,  con o b s e r v a c i o n e s  d e l  v i e n t o  s o l a r .  
E s  interesante notar qus 10s dos modelos  dan un n6mero medio d e  
s o l i t o n e s  s imi l a r .  P a r a  e l  segundo  d e  e l l o s  f u e  n e c e s a r i o  u s a r  l a  
expres io 'n  e n c o n t r a d a  en e l  c a p i t u l o  V .  S i  b i e n  ambos modelos 
r ep roducen  c u a l i t a t i v a m e n t e  l a s  o b s e r v a c i o n e s ,  s e  o b t i e n e  un mejor  
a c u e r d o  con e l  p r i m e r o  d e  e l l o s .  E s t o  i n d i c a  q u e  p a r a  q u e  10s 
e s p e c t r o s  d e f i n i d o s  e n  ( 1 . 1 7 ) ,  ( 1 . 1 9 )  y  ( 1 . 2 0 )  s i g a n  una  l e y  d e  
p o t e n c i a s  k-a a l o  l a r g o  d e  d o s  d r d e n e s  d e  magnitud e s  n e c e s a r i o  
q u e  l a  f u n c i 6 n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  d e  s o l i t o n e s  s i g a  una  l e y  d e  
p o t e n c i a s  con l a  e n e r g i a  d e  10s mismos, M i e n t r a s  e l  mQtodo I1 d a  
d i r e c t a m e n t e  una  f u n c i d n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  d e  e s t e  t i p o ,  e l  m6todo I 
( O  e l  d e  Matsuno, 1977) puede d a r l a  s i  l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  
s i g u e n  tambign una  l e y  d e  p o t e n c i a s  con l a  e n e r g i a .  Vimos tambign 
que  n inguno  d e  10s m6todos a j u s t a  l a s  o b s e r v a c i o n e s  en  l a  r e g i 6 n  d e  
ndrneras d s  onda g r a n d e ,  l o  q u e  puede d e b e r s e  a las  s u p o s i c i o n e s  
h e c h a s  en l a  d e r i v a c i o ' n  d e  l a  ecuacio'n o r i g i n a l .  P o r  o t r o  l a d o ,  en  
l o  q u e  se r e f i e r e  a las  e s c a l a s  e x t e r n a  s i n t e r n a ,  e l  a c u e r d o  con  
las  o b s e r v c i o n e s  es mejor  c u a n t o  mayor e s  e l  n i v e l  medio d e  
i n e s t a b i l i d a d  m o d u l a t i v a  d e  l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s ,  e x p r e s a d o  p o r  
. Encontramos que  t o d a s  las  p r e d i c o i o n e s  son  c o n s i s t e n t e s  con un 
,$; . . , .odelo en  e l  c u a l  e l  v a l o r  d e  a u n c n t a  con l a  d i s t a n c i a  a1 S o l  
% L. d s b i d o  a una  disminucio 'n  d e  <Is[ a > .  E x i s t e n  d a s  a n t e c e d e n t e s  d e  
'$:. . 
. - a n 6 l i s i s  d e  f l u c t u a c i o n e s  en e l  v i e n t o  s o l a r  b a s a d o s  e n  l a  
w 
I .  e s t a d i s t i c a d e  s o l i t o n e s .  Comparamos n u e s t r o s r e s u l t a d o s  con 10s 
I - 
, &' ? . 
. / j  o b t e n i d o a  en  e l  t r a b a j o  d e  Ovenden e t  a1 ( 1 9 8 3 ) ,  donde l a  e v o l u c i 6 n  
F . A  . d e l  campo magn4t ico  p e r t u r b a d o  e s t g  d e t e r m i n a d a  p o r  l a  e c u a c i g n  NLS 
, a: ' . en l u g a r  d e  l a  DNLS. Mostramos q u e  e s t e  t r a t a n i e n t o  e s t i  c o n t e n i d o  
@ e n  e l  n u e s t r o  y  que  ambos dan r e s u l t a d o s  s i m i l a r e s  si  s e  c o n s i d e r a n ,  
2- 
I , para fa  e c u a c i 6 n  DNLS, condieionas i n i u i a l e s  en l a  forma de una onda 
a: ' . d e  ~ l f v g n .  Obtuvimos tambign u n a  me jo ra  r e s p e c t o  d e  Ovenden e t  a1 
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(1983) e n  e l  c d l c u l o  d e l  e s p e c t r o  d e  F o u r i e r  d e  u n a  componente  d e  
campo m a g n g t i c o .  E s t o  se  d e b e  a la i n c l u s i o f i  d e  un p romed io  s o b r e  
l a s  f a s e s  q u e  h a b i a  s i d o  d e j a d o  d e  l a d o  en  l a  r e f e r e n c i a  c i t a d a .  
Los  r e s u l t a d o s  han s i d o  e n v i a d o s  a1 A s t r o p h y s i c a l  J o u r n a l  con  e l  
t i t u l o  " S t a t i s t i c s  o f  Al fv6n  S o l i t o n s  R e v i s i t e d "  (Ponce  Dawson y  
P e r r o  F o n t b n ,  1 9 8 8 e ) .  
E x i s t e n  t ambien  e v i d e n c i a s  d e  l a  p r e s e n c i a  d e  o n d a s  n o  
l i n e a l e s  d e  Alfv6n en  o t r a s  s i t u a c i o n e s  a s t r o f i s i c a s .  Serl 'a  
- i n t e r e s a n t e  c o n f r o n t a r  estas  o b s e r v a c i o n e s  con  e l  modelo 
d e s a r r o l l a d o  en  es ta  t e s i s .  En p a r t i c u l a r ,  en  10s gases c o m e t a r i o s  
- 
( L a k h i n a ,  1 9 8 7 )  m e d i c i o n e s  d e l  v a l o r  d e  f y  d e  l a  f u n c i 6 n  d e  
1 
I 
-A c o r r e l a c i d n  e n t r e  l a  p e r t u r b a c i d n  d e  d e n s i d a d  y  d e  campo m a g n 6 t i c o  
I s o n  c o n s i s t e n t e s  con  l a  r e l a c i d n  ( 1 . 5 7 )  p a r a  f 1 P o r  o t r o  l a d o ,  
o b s e r v a c i o n e s  d e  l a  m a g n e t o s f e r a  t e r res t r e  p u d i e r o n  ser d e s c r i p t a s  
en  t d r m i n o s  d e  s o l i t o n e s  d e  l a  e c u a c i d n  NLS ( P a t e 1  y  Dasgup ta ,  
. . 
, 
1987'). Todo e s t o  i n d i c a  e l  i n t e r L s  d e l  tema d e s a r r o l l a d o  e n  es ta  
tesis y seiiala p o s i b i l i d a d e s  d e  t r a b a j o  f u t u r o .  
En resumen,  e l  p r e s e n t e  t r a b a j o  ha  e x p l o r a d o  e n  mayor 
6:: p r o f u n d i d a d  l a  e c u a c i d n  DNLS y ha  m o s t r a d o  l a  p l a u s i b i l i d a d  d e  un 
I- modelo d e  t u r b u l e n c i a  d e s a r r o l l a d a  d e  Alfve'n como e l  p l a n t e a d o  e n  l a  
i n t r o d u c c i o ' n .  P a r a  e l l o  e l  p r i m e r  i n t e r r o g a n t e  d i l u c i d a d o  f u e  e l  
r e l a t i v o  a l a  i n e s t a b i l i d a d  d e  " c o l a p s o " ,  h i p 6 t e s i s  s o s t e n i d a  p o r  
a l g u n o s  a u t o r e s ,  q u e  a l a  l u z  d e  un co'digo d e  c 6 l c u l o  e f i c i e n t e  se 
r e v e l 6  como l a  f a s e  p r e m o n i t o r i a  d e  l a  f o r m a c i 6 n  d e  un t r e n  d e  
s o l i t o n e s  e s t a b l e s .  
E l  c o m p l e j o  p rob lema  d e  l a  e s t a d i s t i c a  d e l  gas d e  s o l i t o n e s  
f u e  a b o r d a d o  con l a  t g c n i c a  o r i g i n a l  de Karpman y  Soko lov  e x t e n d i d a  
a q u i  a p r o b l e m a s  con t r a n s f o r m a d a  e s p e c t r a l  c o m p l e j a ,  l a  q u e  a r r o j a  
u n a  c o r r e c t a  e s t i m a c i d n  d e l  nGmero d e  s o l i t o n e s .  En l o  q u e  se 
r e f i e r e  a l a  d i s t r i b u c i 6 n  e n e r g 6 t i c a  -una  c u e s t i 6 n  q u e  puede  
e n f o c a r s e  d e s d e  d i s t i n t o s  p u n t o s  de v i s t a -  es n e c e s a r i o  recalcar 
que, p a r a  o b t e n e r l a  e n  forma realists, d e b e r r a n  c o n s i d e r a r s e  10s 
mecanismos d e  e x c i t a c i o ' n  d e l  e s p e c t r o  y l a  d i s i p a c i 6 n  d e  Landau.  En 
p a r t i c u l a r ,  a n i i l i s i s  d e  d i s t i n t a s  s i t u a c i o n e s  ( T s y t o v i c h ,  1978) 
m u e s t r a n  que, cuando  se t i e n e n  e n  c u e n t a  l a  gene rac io ' n  d e  l a  
t u r b u l e n c i a  y l a  i n t e r a c c i 6 n  e n t r e  o n d a s  y p a r t i c u l a s ,  10s e s p e c t r o s  
de e n e r g i a  s i g u e n  u n a  l e y  d e  p o t e n c i a s  con  l a  f r e c u e n c i a .  Dejando  
e s t e  a s p e c t 0  d e  l a d o ,  l a  b u e n a  comparac i6n  e n t r e  l a  t e o r i a  y  l a s  
c o r r e l a c i o n e s  e x p e r i m e n t a l e s  s u s t e n t a  l a  a p l i c a b i l i d a d  d e l  modelo 
i n v e s t i g a d o  y s u g i e r e  l a  p r o f u n d i z a c i 6 n  d e  s u  a n h l i s i s .  
I - 
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